4 Derivationen, Differentiale, Lie-Algebren 57

Wir beschiftigen uns zunéachst mit den Tangentialraumen an algebraische Varietiten
und damit zusammenhangenden Gegenstanden. Im zweiten Teil des Kapitels werden
die Lie-Algebren von linearen algebraischen Gruppen eingefuhrt und deren grundlegen-
de Eigenschaften bewiesen.
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4.1 Derivationen und Tangentialraume 57
Wir erinnern zunachst an den Begriff der Derivation.

4.1.1 Derivationen 57
4.1.1A Definition 57

Seien R ein kommutativer Ring, A eine R-Algebra und M ein (linker) A-Modul. Eine
R-Derivation von A mit Werten in M ist eine R-lineare Abbildung

D:A—M
mit

D(asb) = asDb + beDa

fur a, b € A. Wir bezeichnen mit

DerR(A,M)
die Menge der R-Derivationen von A mit Werten in R. Im Fall M = A schreiben wir

auch
DerR(A) = DerR(A,A).

Die Elemente dieser Mengen heilen R-Derivationen der R-Algebra A.
Bemerkungen
(i) Esgilt

D(r-lA) =0 fur jedesr ER.
(i1) DerR(A,M) ist ein (linker) R-Modul bezuglich der gewohnlichen Addition und

Multiplikation von Abbildungen mit Werten in einem R-Modul, d.h.
(D’ +D”)(a) :=D’(a) + D”(a)
und

(reD)(a) := (r1, )*D(a)

A
furD’,D” & DerR(A,M), a € A und r € R. Genauer, mit diesen Operationen ist

DerR(A,M) ein Teilmodul des R-Moduls HomR(A, M).

(ii1) Fur jeden Homomorphismus ¢: A — B von R-Algebren und jeden B-Modul N
ist



¢O: DerR(B, N) — DerR(A, N), D i De¢,
ein wohldefinierter Homomorphismus von A-Moduln. Dabei sei N mit der
durch ¢ definierten A-Modul-Struktur versehen, d.h. es sei

aen := ¢(a)*n fur a€A und n € N.
(iv)  Mit den Bezeichnungen von (iii) ist die folgende Sequenz von A-Moduln exakt.

0 — Der A(B, N) —1> DerR(B, N) ﬁ DerR(A, N)
Dabei soll i die naturliche Einbettung bezeichnen.
) Seien R ein kommutativer Ring mit 1, A eine R-Algebra, S C A eine
multiplikativ abgeschlossene Menge,
O:A — S'IA, ap %

die natuirliche Abbildung in den Quotientenring und N ein Modul uiber sla.

Wir versehen N mit der durch ¢ definierten A-Modulstruktur. Dann ist die
Abbildung

9y’ DerR(S'lA, N) —s Derg (A, N), D 5 Do,
von Bemerkung (iii) ein [somorphismus von A-Moduln. AuBlerdem gilt
Der, (S™'A,N) =0.
Beweis. Zu (i). Weil D eine Derivation ist, gilt
D(r-lA) = D(r’lelA) = r-lA-D(lA) + IA-D(r-IA)
und weil D eine R-lineare Abbilung ist, muf}
D(r1 A) =reD(1 A) =rel A-D(l A)
gelten. Zusammen ergibt sich
0 = lA-D(r-lA) = D(r-lA).

Zu (i1). Wir haben zu zeigen, daf} die beschriebenen Operationen, die Die Teilmenge
DerR(A,M)

von HomR(A, M) in sich uiberfuhren.
Die Summe zweier R-linearer Abbildungen ist R-linear. Fur

D’, D” € Dery, (AM)

und a,b € A ist
(D’+D”)(asb) = D’(a*b) + D’(a<b)
=asD’b+beD”a+ asD”b +beD”a
=a*(D’b+ D”b) + bs(D’a+ D”a)
=a+*(D’+D”)b + be(D’+D”)a,
d.h. D’+D” € DerR(A,M).
Fur jedes r € R ist das r-fache einer R-linearen Abbildung eine R-lineare Abbildung.
Weiter gilt fur r€R, D € DerR(A,M) unda, b€ A
(reD)(asb)  =(rel A)-D(a-b)
=(r-1 A)- asDb + (r1 A)- beD(a)
= a-(r-lA)-Db + b-(r-lA)- D(a)
= as(r:D)(b) + be(r*D)(a),



d.h.reDE DerR(A,M).
Zu (iii). Weil D € DerR(B, N) eine R-lineare Abbildung ist und ¢ ein R-Algebra-
Homomorphismus (also ebenfalls eine R-lineare Abildung), ist auch D¢ eine R-lineare
Abiblung. Fur a,b € A gilt
(Deg)(asb) =D(d(a)p(b)) (¢ ist ein Ring-Homomorphismus)
= ¢(a)*D(¢(b)) + ¢(b)*D(¢(a)) (D ist eine Derivation)
= a*(De¢)b + be(Dod)a (nach Definition der A-Multiplikation von N)
Wir haben gezeigt, De¢ € DerR(A, N), d.h. (I)O ist eine wohldefinierte Abbildung.
Fur D’,D” € DerR(B, N)und a € A gilt
¢(D’+D7) (@)= (D’+D”)(¢(2))
=D’(¢()) + D"(¢(a))
= ¢(D")(@) + ¢(D”)(@),
also
§(D’+D") = (D) + §(D").
Weiter gilt fur D € DerR(B, N)unda,bEA
P(a-D)(b) = (a-D)(¢(b)

=a+(D(¢(b)))
=a* (¢,(D)(b)
= (a* ¢,(D))(b)
also
§y(a+D) = a- ¢, (D).
Wir haben gezeigt ¢0 ist A-linear, d.h. ein Homomorphismus von A-Moduln.

Zu (iv). Weil jede A-lineare Abbildung B — N erst recht R-linear ist, ist Der A(B, N)
eine Teilmenge von DerR(B, N), d.h. die Abbildung i ist wohldefiniert (und als

identische Abbildung mit Werten im A-Modul N auch A-linear. Wir haben noch zu
zeigen, die Sequenz ist exakt.
Exaktheit an der Stelle Der A(B, N).

Als identische Abbildung ist i injektiv.
Exaktheit an der Stelle DerR(B, N).

Fur D € Der A(B, N) ist (D) eine A-lineare R-Derivation. Damit gilt fur a € A,

q)o(i(D))(a) =1(D)(¢(a)) (nach Definition von (|)O)
=i(D)(¢(a1,))
=a-i(D)(¢(1 A)) >i(D) ist A-linear)

= a-i(D)(lB) (¢ 1st ein Homomorphismus von Ringen mit 1)



= a-D(lR-IB)
=a0 (nach Bemerkung (i))
Wir haben gezeig?,'
Im(i) C Ker(¢0).
Wir haben noch die umkehrte Inklusion zu beweisen. Sei
De Ker(q)o),

d.h.esgiltD € DerR(B, N) und D(¢(a)) =0 fur jedesa & A. Fira& Aund b € B ist

dann

D(a<b) =D(¢(a)*b)  (nach Definition der A-Modul-Struktur von N)
= ¢(a)D(b) + b-D(¢(a))
=¢(a):D(b)  (wegen D(¢(a)) =0)
=a-D(b) (nach Definition der A-Modul-Struktur von N).

Wir haben gezeigt, die R-Derivation D: B — N ist A-linear, also eine A-Derivation.
Sie liegt also im Bild von i,

D € Im(i).
Zu (v). 1. Schritt. Der A(S'IA, N) = 0.

Sei D € Der A(S'lA, N). Fir jedes Element von f € S™!A gibt es Elemente a € A und
s€ S mit fed(s) = P(a). Es gilt

0 =D(¢(a)) (D ist eine A-Derivation)
= feD(d(s)) + ¢(s)*D(f) (D ist eine Derivation)
= f0 + ¢(s)*D(f) (D ist eine A-Derivation)
= ¢(s)*D(®).

Weil ¢(s) eine Einheit von S'lA ist und N ein S'IA—Modul, konnen wir mit dem

Inversen von ¢(s) multiplizieren und erhalten
0 = D().

Wir haben gezeigt, Der A(S'lA, N) =0.

2. Schritt. q)o ist injektiv.

Auf Grund der zu ¢: A — s1a gehorigen exakten Sequenz

0 —s Der, (ST1A, N) I Dery,(ST1A, N) %, Dery, (A, N).
von Bemerkung (iv) ist die Injektivitat von ¢O eine Konsequenz des ersten Schritts.
3. Schritt. ¢0 ist surjektiv.
SeiD & DerR(A, N). Wir haben zu zeigen, da} es ein
De DerR(S'lA, N)
gibt mit
D = Dog.



Jedes Element von S'lA hat die Gestalt %mit a € Aund s € S. Wir setzen

5(%) = Lz «(s+D(a) - a*D(s))
S

Die Definition von D ist korrekt: Sind 2> € A und s° € S Elemente mit

a’
3

v

so gibtes ein t € S mit
te(ass’ - a’ss) =0, (1)
also
0  =D(te(ass’ - a’ss))
= D(teass’) -D(tea’ss) (D ist R-linear)
=aes’*D(t) + tes’eD(a) + teasD(s’)
-a’es*D(t) - teseD(a’) - tea’<D(s)
=ass’*D(t) + tes’D(a) + tea*D(s’)
- a’+seD(t) - teseD(a’) - tea’«D(s)
Wir multiplizieren mit ses’ und erhalten
2.D(t) + teses'2eD(a) + teas s+5’+D(s")
- a’-sz-s’-D(t) - t-szos’-D(a’) - ses’tea’*D(s)
= a-s-s’z-D(t) + teae ses’¢D(s”)
- a’-szos’-D(t) - ses’tea’*D(s)

0 =aeses’

+ t-s’z-(s-D(a) - a*D(s))
- tes2e(s’*D(a’) - 2’+D(s"))

+ a-t-s’2-D(s) - a”t-szoD(s’)
=ses’¢(a*s’- a’+s)*D(t) + tes’+(ass’- a’+s)*D(s’)
- 8’ete (sea’- aes’)*D(s)
+ tos"2e(s+D(a) - a=D(s))
- tesZe(s"+D(a’) - 2’+D(s"))
Wegen (1) ist der zweite und der dritte Summand gleich Null. Ebenfalls wegen (1) wird

der erste Summand gleich Null, wir mit t multiplizieren. Es folgt

0 =t2es'2e(s2D(a) - asD(s)) - t2e52+(s"+D(a’) - a’*D(s"))

= (2e(s720(seD(a) - a°D(s)) - s2+(s’*D(a’) - a’*D(s")))

also
L2 *(seD(a) - a*D(s)) = 12 o(s’sD(a’) - a’«D(s”)).
S s’

Die Definition von D ist tatsachlich korrekt.

D ist eine R-Derivation von S™' A mit Werten in N: D ist eine R-linearre Abbildung,
weil D eine R-lineare Abbildung ist. Wir haben noch zu zeigen, daf die Produkt-Regel

fur D gilt. Fira, b€ A und s,t € S gilt

~ab ~ ab
PGo  =PGp

«(steD(ab) - absD(st)) (nach Defintion von ﬁ)

(st)?



1
(st)?
1
(st)?

1 ~b 1 ~ a
= — ease D(?) + ?-bb D(g)

+(asteDb+bsteDa-abseDt-abt+Ds) (D ist eine Derivation)

*(ase(tsDb-bsDt)+bte(ssDa-a<Ds))

Wir haben gezeigt, daf3 De DerR (S'lA, N) gilt.
Es gilt ¢,(D) = D.

Nach Definition gilt fur a € A:

oD@  =Dw@)

as

= ﬁ(?) (nach Definition von ¢)
= 1—2 +(seD(as)-as-D(s)) (nach Defintion von ﬁ)
S
= 1—2-(32-D(a) + aseD(s) - as*D(s) (D ist ein Derivatin)
S
_1.2
=-5°s *D(a)
S
2
S
=25 +D(a)
§2
s2 -1
=D(a) (—2 ist das Einelement von S A)
S

Da dies fur alle a € A gilt, folgt ¢O(ﬁ) =D.
QED.

4.1.1 B Beispiel 1

Fur jeden kommutativen Ring R mit 1 jeden Polynomring
A =R[T] = R[Tl""’Tn]

ist die partielle Ableitung nach Ti’

o N N
a—Ti(jgofj-Ti) = jg Oj.fj.Ti fur fJEk[Tl,...,Ti_l,TiH,...,Tn],
eine R-Derivation von A,
0
a—TiEDerR(A).

Beweis. Nach Definition ist aiTeine R-lineare Abbildung. Die Abbildung ist sogar
i

linear uiber
k[T T ] (D

e L. ST L,
1 1-1° 7 i+1 n
Wir haben zu zeigen,



ad ad 0
a—Ti(f-g) =f a—Ti(g) +ge a—Ti(f)-
Beide Seiten von (2) sind in f linear uiber (1). Wir konnen also annehmen
f=T%
i
Analog sind beide Seiten von (2) linear in g iber (1). Wir konnen also annehmen
f=TP.
i
Es gilt
0 0
e = a—Ti<T.0‘+f’>

i
= (a+p)- T
= o T Lo 7B 4 g TP-1. @
i i i i
= (%) 4 T (7
i aTi i i aTi i
—fe d .9 ¢
= a_Ti(g) +g a_Ti( ).
Wir haben gezeigt, aiTist eine R-Derivation von A.
i
QED.

4.1.1 C Beispiel 2
Seien R ein kommutativer Ring mit 1,
A =R[T] = R[Tl""’Tn]
ein Polynomring in n Unbestimmten,
p:A—R
ein R-Algebra-Homomorphismus,

M
ein R-Modul und

m,,.,m € M.
1 n
Wir versehen M mit Hilfe von p mit einer A-Modul-Struktur,

asm := p(a)>m fura € A und m € M.
Dann ist durch

n
D)= 3 p(

i=1
eine R-Derivation von A mit Werten in M definiert,

De DerR(A, M).
Umgekehrt hat jede R-Deriviation von A mit Werten in M diese Gestalt.

ot
aTi) m,

Beweis. 1. Schritt. Durch (1) ist eine R-Derivation von A mit Werten in M definiert.

Weil p ein R-Algebra-Homomorphismus, also insbesondere R-linear ist, ist
D:A—M
eine R-lineare Abbildung. Fur f, g € A gilt

2)

&)



)

D(feg) = 2 ( m, (nach Definition von D)
i=1 1

n
2 aTg+ g°§Tg))-rni (aiT ist eine R-Derivation)
: 1 1

:p(f)°2p(aT)'m +p(g) Ep(aT 'm

i=1 i=1
=p(f)D(g) + p(g)-D(®),

d.h. D ist eine Derivation.
2. Schritt. Jede R-Derivation von A mit Werten in M hat die Gestalt (1).

Sei D eine R-Derivation von A mit Werten in M. Wir setzen
mi = D(Ti)

und

D) = m%Tm
i=1

Dann gilt fur (=0,1,2, ..

ﬁ(Tf) = D(Tf). 2)
Fiir € = 0 steht auf beiden Seiten 0 (weil D eine R-Derivation ist) und fur = 1 steht auf
beiden Seiten m.. Der allgemeine Fall folgt induktiv:

ﬁ(Tf) = f)‘(T.-Tf‘1

= p(T,)- D(TZ by p(TZ L5 Bt (® ist eine Derivation)
= p(T )e D(TZ 1) + p(TZ 1) D(Ti) (Induktionsvoraussetzung)
= D(Tig) (D ist ein Derivation)

Damit gilt (2). Sei jetzt
¢ 14
f= Tll-...- T n

n
Dann gilt
o~/ n Z ~Y Z. Z =~ . . . .
Df =Y p(T 11) ¢ D(T 1) e..op(T D) (D ist eine R-Derivation)
i=1 1 n
no ¢ ¢ ¢
= 3 (T Do D(T i) o..co p(T M) (nach (2))
i=1 1 1 n
=Df (D ist eine R-Derivation).

Weil D und D beides R-Derivationen sind,folgt

Df = Df fur jedes f € A.
QED.



4.1.2 Tangentialraume, eine heuristische Einfuithrung 57

4.1.2 A Tangenten und Tangentialvektoren
Wir verwenden die Bezeichnungen des ersten Kapitels. Sei

X C A

eine abgeschlossene Teilvarietat des A”. Wir identifizieren die k-Algebra der regularen
Funktionen auf X mit

KIX] = KTV =K[T ..., T_VL

1

wobei I das Ideal der polynomialen Funktionen auf A™ bezeichne, die auf X identisch
Null sind. Wir wiéhlen ein Erzeugendensystem des Ideals I, sagen wir

I= (fl’""fs)'
Seien x € X ein Punkt und
LC AR
eine Gerade durch x. Die Punkte der Geraden L haben die Gestalt
X + tev

mit t € k, wobei
— n -
V= (Vl""’Vn) e A" - {0}

ein von Null verschiedener Richtungsvektor der Geraden sei. Die Werte von t, fur
welche x im Durchschnitt

XL
liegt, findet man durch Losung des Gleichungssystems
fi(x+tov)=0f1'1ri= I, ..,s. (1)

Wegen x € X ist t = 0 ein Losung. Bezeichne Di die partielle Ableitung in k[T] nach Ti'
Dann gilt nach der Ketten-Regel
n
f(x+tov)=te 3 (DL )(xHV)ov, + t2e(.).
1 i=1 J1 J
Damit ist t = 0 genau dann eine “mehrfache Nullstelle” des Gleichungssystems (1),
wenn

2

J_l(Djfi)(x)-Vj =0 )

gilt furi=1,..., s.

Ist dies der Fall, so sagen wir, L ist eine Tangente und v ist ein Tangentialvektor an X.

4.1.2 B Richtungsableitungen
Bezeichne Di nach wie vor die partielle Ableitung nach Ti im Polynomring

KIT] = K[T 0o T ]

und
n
D’ :=D’:= Y v.-D.
v i=1 ] ]

die Ableitung in Richtung des Vektors v = (Vl,...,Vn) e A" = k™. Als Linear-

kombination der k-Derivationen Dj ist D’ eine k-Derivation von k[T].
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D’ € Der, (k[T)).

Bedingung (2) von 4.1.2 B bekommt mit Hilfe von D’ die Gestalt
(D’fi)(x) =0furi=1,..s.

Bezeichne

M
X

das maximale Ideal von k[T] der polynomialen Funktionen, die in x gleich Null sind
(vgl. 1.3.2 und 1.3.3). Dann bekommt die Forderung, da v ein Tangentialvektor sein
soll, die Gestalt

D’(I) € Mx’
S
denn fur f= Y r.f. mitr, € k[T] ist
i i
=1
S S
D’f(x) = E ri(x)D fi(x) + E fi(x)D ri(x)
i=1 =1
S
=3 ri(X)D’fi(X) (wegen x € X, also fi(x) =0)
i=1
d.h.
Dfx)=0furallefel o (D’H)(x) =0 furi=1,...,s.
Die k-lineare Abbildung

k[Tl =k, f » (D\‘,f)(X),

faktorisiert sich, falls v ein Tantentialvektor ist, tiber k[ T]/I und induzier so eine k-
lineare Abbildung
DV: k[X] — k, (f mod I) » (D’f)(x).
Wenn wir
k=k
X
als k[X]-Modul mit der Multiplikation

fec :=f(x)ec fur fEk[X]und c Ek (1)
versehen, wird DV zu einer k-Derivation von k[X] mit Werten in kX,

DV € Derk(k[X], kX)
(weil D’ eine k-Derivation ist). Wir haben damit eine Abbildung
{Tangentialsvektoren an X im Punkt xEX} — Derk(k[X], kX) 2)

vV = (Vl""’vn) [ DV R
mit
n
DV(f mod )) := DVf(X) :=j§1 Vj °(Djf)(x)
konstruiert. Diese Abbildung ist bijektiv. Wir konnen also den Tangentialraum an die
algebraische Varietat X im Punkt x € X mit dem k-Vektorraum Derk(k[X], kX)

identifzieren.
Beweis. Injektivitat von der Abbildung (2).
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Ist Ti € k[X] die Einschrankung von Ti auf X, so gilt wegen DjTi = 6ij fur die zu v
gehorige Derivation

(D\‘/Ti)(x) = V..
Fur unterschiedliche v = (Vl,...,Vn) miussen die zugehorigen D\‘] verschieden sein. Die

Abbildung (2) ist injektiv.
Surjektivitit der Abbildung (2).
Sei eine Derivation vorgegeben, sagen wir

De Derk(k[X], kx)'
Wir haben zu zeigen, es gibt einen Tangentialvektor v an X im Punkt x mit
D(f) = D\‘/f(x) fur jedes f € k[T].

Sei D die Zusammensetzung
~ o D
D: k[T] — k[X] — kX

von D mit der natirlichen Abbildung o auf den Faktorring. Dann ist mit D auch D eine
k-Derivation. Auf Grund des Beispiels von 4.1.1 C mitR =k, M = kX und p der k-

Algebra-Homomorphismus k[T] — k, f i f(x) hat D die Gestalt

ﬁ(f) = § a—f(x)ov.
2 oT. j
) =]
mit
v, = ﬁ(Tj) = D(O(Tj)) €k,
d.h. es ist
n
D)= ¥ D((T))«D.H(x) = (D Hx)
=1 J J
mit v = (Vl’ s Vn) und
n
D = D..
v jzl VJ J

Als k-Linearkombination der Di ist D“/ eine k-Derivation

D\‘/ € Derk(k[T]).

Nach Definition von D liegt I = Ker(o) im Kern von D. Insbesondere liegen die
Erzeuger fl’ s fS des Ideals I von X in k[T] im Kern, von D\‘,

0= D(fv) = (va\/)(x) furv =1,...,s.

Es folgt D\‘,’fv € Mx fur jedes v, also D\‘] - Mx’ d.h. v ist ein Tangentialvektor an X

im Punkt x (vgl. Formel (2) von 4.1.2 A). Wir haben gezeigt, die Abbildung (2) ist
surjektiv.

Bemerkung

Die obige Beschreibung der Tangentialvektoren legt die folgende formale Definition der
Tangentialriume an eine algebraische Varietit nahe.
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4.1.3 Die Tangentialraume einer affinen Varietat 58

Seien X eine affine Varietat und x € X. Der Tangentialraum an X im Punkt x ist
definiert als der k-Vektorraum

T X :=Der, kiX],k ).

Dabei ist

k
X

definiert als der k-Vektorraum k mit der durch
fec :=f(x)ec fur f Ek[X] und c Ek
definierten k[X]-Modul-Struktur (vgl. 4.1.2 B (1)).

Sei

¢:X—Y
eine regulare Abbildung von affinen Varietaten. Der induzierte k-Algebra-
Homomorphismus

q)*: k[Y] — k[X]’ f =g foq)’
definiert nach Bemerkung 4.1.1 A (iii) die k-lineare Abbildung

d¢_:= (¢*),T X =Der, (k[X],k ) — Der, (k[Y].k 200 = Toco Y

D b De¢*.

Diese Abbildung heifit Differential von ¢ im Punkt x € X.

Bemerkungen
(i) Die k[X]-Modul-Struktur von kX mit der Multiplikation

kKIXIxk —k ,(f c) b f(x)c,
wird durch den k-Algebra-Homomorphismus ¢* zur k[Y]-Modul-Struktur
KIYI Xk —k ,(f,0) b f(@00)c,
welche mit der Einschrankung der k[ Y]-Modul-Struktur von k 6(x) auf das Bild

von ¢* Uibereinstimmt.

(i) Fur je zwei regulare Abbildungen X i) YundY i) Z und jeden Punkt x € X

gilt
dpeg) = dy, ed, .
denn fur D € TXX , also dq)X(D) eT o (X)Y gilt
(Ao oy, D) =d @y, (D)
=d¢_(Doy*)
= Doyp*ogy*
= De(yog)*
= dyeg) (D).
(i) Das Differential der identischen Abbildung id: X — X in x € X ist die identische
Abbildung

did =id: T X—T_ X.
X X X

(iv) Sei ein Erzeugendensystem des Koordinatenrings k[X] gegeben, sagen wir
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k[X] = k[xl,...,xn]
Dann ist jedes Element f € k[X] ein Polynom in den X, sagen wir

f= p(Xl,...,Xn) mitp € k[Tl""’Tn]

Fiur jeden Tangentialvektor D € TXX gilt dann

D() =Dp) = 3 D(x,)- aT (x).
Da beide Seiten dieser Identitét k—lineair sllnd bezughch p, reicht es, die Identitat
fur den Fall zu beweisen, dal} p ein Potenzprodukt ist, sagen wir
p=T L o1 - 11‘1[ T i
1 n . 1
In diesem Fall ergibt sich die Identitét aus der Produktregel:

o. n o,
D) =D( T x. b= > (Ix, /% J)D(x )
=1 J=1 1=1
o.
E(Hx 1/x J)((x-xJ )D(x)
j=1 i=1 J

o aTJ

.
E (HX H/x, J)(aT )(X)D(X)
J=1 1=1 J

Q.
non oo o aTJ

=2 (JIT, YT J)(aT ))(X)D(X)
j=1 =1

n n ao.
= 3 arl1 T, Heopey
n

=1 Ji=1

=33 & - 00D Gx)
J

(v) Nachfolgend geben wir zwei alternative Beschreibungen des Tengentialraums

einer affinen algebraischen Varietit.

4.1.4 Lemma: Der Raum TxX als Dual von MX/Mi 58

Seien X eine affine algebraische Varietat, x € X ein Punkt und D € TXX. Fur

f,g €M_(CKIX])

gilt dann

D(f+g) = f(x)sDg + g(x)*Df = 0Dg + 0-Df = 0,

also ist

D(VM) =0

und D induziert eine k-lineare Abbildung

MD): MXfM)Z( — k, f mod Mi B D)
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Die Abbildung
2 2
A TXX = Derk(k[X], kX) — Homk(MX/MX, k), D » (f mod MX B D(f))
ist ein k-linearer Isomorphismus mit der Umkehrung
2 2
u: Hom, (M /M{, k) — T X = Der, (k[X]. k ). ¢ b (f & C(f-f(x) mod M)).
Insbesondere ist

2 2
<,>T XxM M, — k, (D, f mod My) » D).

eine perfekte Paarung' und jeder Tangentialvektor D € TxX hat die Gestalt

D(f) = €(8(f)) fur f € k[X]
mit eindeutig bestimmten A= Homk(MXﬂ\/I)z(, k). Dabei sei

2 2
o(f) := f-f(x) mod M, € MX/Mx'

Wenn wir 0(f) mit Hilfe der perfekten Paarung als Linearform auf TXX betrachten,
erhalten wir

O(f)(D) = <D, d(f) > = D(f-f(x)) = D(f)
fur jeden Tangentialvektor D € TxX und jede regulare Funktion f € k[X]. Es besteht

ein naturlicher k-linearer Isomorphismus

2 = 2
MX/MX — (TXX)*, f mod MX (D » D()).
Beweis. 1. Schritt. A ist k-linear.

FurD’,D” € TXX und f € Mx gilt

MD’+D”)(f mod M)Z() = (D’+D”)(f)
=D’(f) + D"(f)
= MD’)(f mod Mi) + AMD”)(f mod Mi),
d.h.
MD’+D”) = MD’) + MD”).
FurD € TXX, cEkundfE Mx gilt

MceD)(f mod Mi) = (c*D)(f)
= c+(D(f))
= cMD)(f mod Mi),
d.h.
MceD) = c*A(D).
2. Schritt. Konstruktion der zu A inversen Abbildung.
Sei ¢ Mx / M)Z( — k eine k-lineare Abbildung. Fur f € k[X] setzen wir

w(@)f := ¢(f - f(x) mod Mi).

! Beide (endlich-dimensionale) Vektorraume haben dieselbe Dimension und die Matrix der Bilinearform
(bezuiglich irgendwelcher Basen der beiden Raume) hat eine von Null verschiedene Determinante. Jeder
der beiden Raume 146t sich mit Hilfe der Bilinearform mit dem Dual des anderen identifizieren.
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Die Definition ist korrekt, weil f - f(x) den Wert O hat im Punkt x, d.h. f- f(x) € MX.

Wir erhalten so eine Abbildung
n@: kIX] — k.

Die Abbildung w(¢) ist k-linear. Fir f, £, £” € k[X] unf ¢ € k gilt
wWOE+7) = (E+) - (F+7)(x) mod M)Z()
= {((f-f'(x)) + (f*-f(x)) mod Mi)
= €(F-f(x) mod M2) + £(f"-£(x) mod M2) (¢ ist linear)

= w(@() + W@
also
WO +) = w@)(E) + w@)().
Weiter ist
WD) = blerf - (ci(x) mod M)
= cf/(f-f(x) mod M) (¢ ist linear)
= cow(€)(D),

Die Abbildung u(¢) ist eine Derivation:
Fur f, g € k[X] und l: MX/Mz — k linear uiber k gilt

(f-f(x))*(g-g(x))  =fog-fog(x) - f(x)eg + f(x)*g(x)

= -(f-1(x))+g(x) - f(x)*(g-g(x)) + fog - (fo2)(x).
Weil f - f(x) und g - g(x) in Mx liegen, ist das Produkt dieser beiden Differenzen ein

2 ..
Element von MX. Damit ist

fog - (fog)(x) mod M2 = (f-f(x))+g(x) + f(x)+(g-2(x)) mod M- |
Wir wenden € an und erhalten
WOEg) = (EF00)g(x) + F(x)+(g-2(0) mod M2)
= g(x)+¢(f-f(x) mod M)Z() + f(x)+€(g-g(x) mod Mi) (€ ist linear)
= g()-u@)(@) + f(x)u@)(g) (nach Definiton von w(¢))
= geu(@)(f) + fou(@)(g) (nach Definition der Multiplikation in kx)'

Wir haben gezeigt, daB u(¢) eine Derivation ist.

Zusammen ergibt sich, die Abbildung
2
w: Homk(MX/MX k) — Derk(k[X], kX), (e wd),
ist wohldefiniert.
Die Abbildung u ist invers zu A.

) 2 .
Furd € Hom, (M /M. k) und fEM_ gilt

Muw@))(f mod M)Z() = (@) (Definition von A)
= {(¢ - f(x) mod M)
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2
={¢(f mod M) (wegen f € Mx)

Da dies fur alle f € Mx gilt, folgt

M) = € fur jedes £ € Homk(MX/Mi K,

also
Aou =id.
FurD € TXX = Derk(k[X], kX) und f € k[X] gilt

u(MD))(F) = MD)(f - f(x) mod Mi) (Definiton von w(D))

= D(f-f(x)) (Definiton von D)

= Df - D(f(x))

=Df (D ist eine k-Derivation)
Da dies fur alle f € k[X] gilt, folgt

wMD)) =D,
also
ueA = id.

QED.

4.1.5 Lemma: Tangentialvektoren als Derivationen 59
Seien X eine affine algebraische Varietit, x € X ein Punkt, OX die Garbe der regulédren

Funktionen auf X und
a: k[X] = OX(X) — OX,X B EY fX ,

der k-Algebra-Homomorphismus, welcher jede auf ganz X regulare Funktion auf deren
Keim im Punkt x abbildet. Dann ist die induzierte k-lineare Abbildung

OLOZ Derk(OX,x , kX) — Derk(k[X], kX), D b Deq,

(vgl. Bemerkung 4.1.1 A (iii)) ein Isomorphismus. Dabei ist die Modul-Struktur von
kX uber OX X bzw. k[X] gegeben durch

fec =f(X)ecfurcEkund f € OX « bzw. f € k[X].

2

Beweis. Der lokale Ring OX L von X im Punk x ist der Quotientenring von k[X] im
Primideal Mx , ,

_g1 Q. )
Oy =S KX mit S :=k[X]-M_

(vgl. 1.4.4). Damit ist die Beflauptung gerade die Aussage von Bemerkung 4.1.1.A (v)

im Spezialfall
R =k, A =k[X], S =k[X] - Mx und N = kX.

QED.

4.1.6 Lemma: TXX beim Ubergang zu affinen offenen Hauptmengen 59

Seien X eine affine Varietat, x € X und U C X eine affine offene Teilmenge von X.
Dann ist das Differential der natuirlichen Einbettung

UG X
ein k-linearer Isomorphismus
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di ;T U—T X,
Beweis. Nach Definition des Halms (‘)X X der Strukturgarbe OX von X im Punkt x in
Bemerkung 1.4.3 (ii) andert sich OX « nicht, wenn man X durch eine beliebige offene

Umgebung von x ersetzt: Insbesondere induziert die naturliche Einbettung i einen
Isomorphismus

a:0 — 0
X,x U,x
von k-Algebren. Die induzierte Abbildung der Derivationenmoduln
O: TxU = Derk((‘)U’x , kX) — Derk(OX,x , kx) = TxX
ist deshalb bijektiv.
QED.
Bemerkung

Wir sind nun soweit, den Tangentialraum einer beliebigen algebraischen Varietit zu
definieren (siehe die Definition in 1.6.9).

4.1.7 Tangentialraume algebraischer Varietaten 59
Seien X eine algebraische Varietit und x € X ein Punkt von X. Sind
UC XundVC X
affine offene Umgebungen von x mit V C U, so induziert die natiirliche Einbettung
Vo u

nach 4.1.6 einen naturlichen Isomorphismus TXV i) TXU. Dies erlaubt es uns, den

Tangentialraum TXX von X im Punkt x als den Tangentialraum TxU mit U affine offene

Umgebung von x in X zu betrachten. Genauer (und formaler): fur beliebige affine
offene Umgebungen

UCXUuUrCX,vcx
von x in X mit
VCUudVCU”

bilden die natuirlichen Einbettungen ein kommutatives Diagramm,

Uo X

J J

Vour
Die Einschrankungen entlang dieser Einbettungen definieren ein kommutatives
Diagramm

—~

OU’,X — OX,X

=| 1=

OV x OU”,X

von Isomorphismen von k-Algebren (n’ach der Definiton des Halms in Bemerkung
1.4.3 (ii)). Wir wenden den Funktor Derk( ?, kx) an und erhalten ein kommutatives

—~

Diagramm
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—~

TXU — Derk(OX,x’kx)
TV — T U”
X X

Insbesondere bilden die Isomorphismen der Tangentialraume in x ein direktes System.
Formal konnen wir deshalb den Tangentialraum von X im Punkt x definieren als den
direkten Limes®

._ lim _
TX X = U_9>x TXU = Derk((‘)X’X , kx)'
Dabei ist die Modul-Struktur von k = kX uber OX « definiert durch
fec :=f(X)ec furf & OX,X und ¢ € k.

Sei ¢: X — Y eine regulare Abbildung von algebraischen Varietaten und x € X ein
Punkt. Diese regulare Abbildung induziert einen k-Algebra-Homomorphismus

q)x: OY,f(x) - OX,X

und damit eine k-lineare Abbildung

do: T, X=Den Oy k) —Den Oy wiy Ky = Ty ¥

das Differential von ¢ im Punkt x.
Ein Punkt x der algebraischen Varietit X heif3t nicht-singulédr oder auch einfach, wenn

dim, T =dim X
k x X

gilt. Dabei wird mit
dimX X :=max {dim Y | Y ist irreduzible Komponente von X mit x € Y}

die lokale Dimension von X im Punkt x bezeichnet.” Wir sagen in diesem Fall auch, X

ist glatt im Punkt x. Andernfalls heif3t x singulér. Fine algebraische Varietat heil3t glatt,

wenn sie in jedem ihrer Punkte glatt ist.

Bemerkungen

(1)  Wenn wir die Oberflache einer Kugel oder eines Torus ins Auge fassen, so kann
uns das zu der Erwartung fuhren, dal der Tangentialraum einer algebrraischen
Varietat dieselbe Dimensioin haben sollte, wie die Varietat selbst. Aus der Theorie
der reellen oder komplexen Mannigfaltigkeiten wissen wir, dal} eine
Mannigfaltigkeit im jedem ihrer Punkte lokal isomorph ist zum Tangentialraum in
diesem Punkt, letzterer also dieselbe Dimension hat wie die Mannigfaltigkeit (in
diesem Punkt). Die Beispiele (iii) und (iv) von 4.1.9 Aufgabe 1 zeigen, der von
uns eingefuhrte Tangentialraum einer Varietat X kann eine grolere Dimension
haben, als die Varietit selbst.

% Im Original wird der inverse Limes verwendet. Da es sich um ein direktes System, das gleichzeitig ein
inverses System ist und das aus Isomorphismen besteht, handelt, sind dirketer und inverser Limes
kanonisch isomorph.
? Im Original werden nicht-singulire Punkte definiert als Punkte mit

dim, T =dimX.

k x

Das hangt wohl damit zusammen, daf} der Autor vor allem irreduzible Varietiaten im Auge hat, bzw.
Varietiten, deren irreduzible Komponenten paarweise disjunkt sind und dieselbe Dimension haben. Dies
ists fur algebraische Gruppen der Fall.
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Dies ist kein Mangel der hier angegebenen Definition des Tangentialraums. Die

Beispiele weisen nur darauf hin, daB algebraischen Varietaten (fur k = C) im
allgemeinen keine Mannigfaltigkeiten sind: sie konnen singulare Punkte besitzen.
Man kann jedoch zeigen, die meisten Punkte einer algebraischen Varietat X sind
nicht-singular. Genauer, die Menge S der singuldren Punkte von X ist eine
abgesschlossene Teilmenge von X, von echt kleinerer Dimension

dim S < dim X.
Die Punkte von S sind also ganz besondere Punkte von X. Man nennt sie deshalb
“singular”.
Allgemein gilt
dimX X =dim TX X

fur jede allgebraische Varietiat X und jeden Punkt x € X (vgl. 4.3.3B (iii)).
Um das Phdnomen besser zu verstehen, ist es sinnvol, den Tangentialkegel
C X)

X

einer algebraischen Varietat X im Punkt x einzufuhren. Dieser wird definiert als
Vereinigung von Geraden durch x, welche aus den Sekanten von X durch x und
einem weiteren Punkt x” € X entstehen, indem man eine Art Grenzuibergang

durchfuhrt, bei welchem sich der Punkt x” an den vorgegebenen Punkt x
annahert. Von diesem Tangentialkegel kann man zeigen,

CX(X) ist eine affine algebraische Varietat der Dimension dim CX(X) = dimX X.

Dabei erweist es sich als besser, den Tangentialkegel mit einer Schema-Struktur
zu versehen, bei welcher der Koordinatenring nilpotente Elemente haben darf.
Das erlaubt namlich eine geometrische Beschreibung des von uns eingefithrten
Tangentialraums
T X.
X
Dieser ist der kleinste k-Vektorraum, welcher den Tangentialkegel

C X

als abgeschlossenen Teilschema enthilt.
Eine Kurve X, die sich mit sich selbst schneidet,

wobei die beiden Zweige der Kurve im Schnittpunkt p verschiedene Richtungen
haben, hat dort als Tangentialkegel die Vereinigung von zwei Geraden durch den
Punkt p,

Cp(X): y2 = X2

Der kleinste Vektorraum, der diese beiden Geraden enthilt, ist eine Ebene.
Eine Kurve X mit einer Spitze in einem Punkt p,
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hat dort als Tangentialkegel eine doppelt zu zdhlende Gerade,
C (X): y2=0
mit dem Koordinatenring
KIC ()] = kIxy Iy, (1)

Das affine Schema C_(X) ist kein abgeschlossenes Teilschema eines 1-dimen-

sionalen Vektorraums V, denn dann wire der Koordinatenring (1) Faktoralgebra
des Koordinatenrings

k[V] = Polynomring uiber k in einer Unbestimmten

von V, was er nicht ist, denn jede Faktoralgebra von k[ V], die von k[ V] verschie-
den ist, ist Koordinatenring eines Schemas einer Dimensioin < dim V (weil V
irreduzibel ist).

(v) Mehr Einzelheiten zum Tangentialkegel findet man im Buch von Shafarevich [1],
Teil I, Kapitl II, Abschnitt 5.

4.1.8 Die Tangentialraume einer F-Varietat 59
Seien F C k ein Teilkorper von k, X eine affine F-Varietit und
x € X(F)
ein F-rationaler Punkt (vgl. 1.6.14), d.h. ein F-Algebra-Homomorphismus
x: FIX] — F, f » {(x),
(vgl. 1.3.7 B). Die Bezeichnungsweise der Abbildungsvorschrift ist dadurch

gerechtfertigt, da} wir x mit einem Punkt von X identifizieren konnen, fiur welchen die
Abbildung x gerade zur Auswertung an der Stelle x wird (vgl. Bemerkung 1.6.7 B (ii))

Durch die Multiplikationsvorschrift
fec :=f(xX)sc furfEF[X]und c €EF

wird F zu einem F[X]-Modul, den wir mit

F
X

bezeichnen wollen. Dann heif3t
TXX (F) = DerF(F[X], FX)

Raum der F-rationalen Punkte von TXX.

Bemerkungen
6)) TxX (F) ist ein F-Vektorraum mit

k®FTXX F = Derk(k®FF[X], k®FFX) = Derk(k[X], kX) = TX X.
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c®D b (AR b (c®D({) b (f=3 Cifi mit fiEF[X] Y CdCiD(fi)
i i
Wir betrachten hier den F-Vektorraum TXX (F) mit Hilfe der naturlichen Injektion

TxX o k®FTXX (F), v 1,
als Unterraum des Tensorproduks und identifizieren ithn mit dessen Bild in Tx X.
(i) Der k-lineare Isomorphismus
2 2
A TXX = Derk(k[X], kx) — Homk(MX/MX, k), D » (f mod M, » D(f))

von 4.1.4 bildet (fur F-rationale Punkte x € X) die F-Struktur des
Tangentialraums gerade ab in in

X(TXX (F) = HomF(MX(F)/MX(F)Z, F)
mit MX(F) :=F[X] N MX.

(iii) Ist ¢: X — Y eine uber F definierte regulare Abbildung von affinen F-Varietiten

und x € X(F) ein F-rationaler Punkt, so induziert das Differential

d(j)x: TXX — T¢(X) Y
eine F-lineare -Abbildung
dq)X(F): TXX (F)—T (%) Y (F).

(iv) Der Begriff des F-rationalen Punkts des Tangentialraums l46t sich analog zum
Fall F = k auf den Fall von beliebigen algebraischen Varietaten uibertragen.
Beweis. Zu (i). 1. Schritt. Beweis linken der Isomorphie (von k-Vektorraumen).

Jede F-Derivation D: F[X]—)FX ist insbesondere F-linear, definiert also eine

Abbildung
kxF[X] — k®FFx’ (c, ) » c®D(f),
welche bilinear ist iber F, also eine Abbildung
1®FD :k®FF[X] — k®FFx’ c®f p c®D(f),
welche k-linear ist. Durch direktes Nachrechnen sieht man, es handelt sich um eine
Derivation: fur f,g € F[X] und c,d € k gilt
(1©D)(c®f)+(d®g)) = (1OLD)(cd)®(fg))

= (cd)®D(fg)

= (cd)®(f(x)Dg + g(x)*Df)

= (c®f)(x)+(d®Dg) + (d®g)(x)*(c®Df)

= (c@H(X)+(10LD)(d®g) + (d®g)(x)«(1OLD)(c®f)
Wir haben gezeigt, die Abbildung

cp:k®FTXX F) — Derk(k®FF[X], k®FFx)’ c®D c-(1®FD),

ist wohldefiniert und k-linear. Wir haben noch zu zeigen, sie ist bijektiv.
Sei {ooi}i oI eine F-Vektorraum-Basis von k.

Die Abbildung o ist injektiv: Sei D € Ker(¢). Wir haben zu zeigen, D ist gleich 0. Dazu
schreiben wir D in der Gestalt
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D=7% (Di@FDi mit Di e TXX (F) = DerF(F[X], FX).
i€l
Weil D im Kern von o liegt, gilt fur beliebige ¢ € k und f € F[X]

0 =@y wi®FDi)(c®f)
1€l

> o(w i®FDi)(C®f) (¢ ist k-linear)
i |

> (ni-((l ®FDi)(c®f)) (Definition von ¢)
i€l

>3 wi~(c®FDi(f)) (Definition von 1®FDi)
i€l iel

> (wi-c)®FDi(f)
i€l
Speziell fur ¢ = 1 erhalten wir
0 =3 wi®FDi(f) fur jedes f € F[X].
i€l
Die Wahl der Basis der . definiert eine Zerlegung von k in eine direkte Summe von

Examplaren von F. Weil das Tensor-Produkt mit direkten Summen kommutiert,
definiert diese Basis auch eine Zerlegung von k®FFx in eine direkte Summe von

Exemplaren von Fx' Die gerade bewiesene Identitat bedeutet, das jede Komponente des

Elements Y wi®FDi(f) S k®FFX bezuglich dieser direkten Summen-Zerlegung gleich
i€l
Null ist, d.h. es gilt Di(f) =0 fur jedes f € F[X], d.h. es ist Di: 0 fur jedes 1, also
D=Y% wi®FDi =0.
i€l
Die Abbildung ¢ ist surjektiv:

Fur jedes De Derk(k®FF[X], k®FFX) und jedes fEF[X] konnen wir schreiben
Daen=3 .®D.(f)
i€l
mit eindeutig bestimmten Di(f) S Fx' Die Abbildungen
D.:F[X] —F
i X

sind F-linear und fur f,g€F[X] gilt
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Da®fy =Den-(1®g)
= f(x)» D(1®g) + g(x)» D(1®0

S .®f0D(2) + 3 o.®gx)D.()
i€l i€l

3 0.@(EX)D.(2) + gD ()
i€l

also Di(f-g) = f(x)-Di(g)+ g(x)-Di(f). Wir haben gezeigt Di e TXX (F). Nach
Konstruktion gilt

¢( T 0.®D)(c®N) = T cow.®D.(f) = c-D(1®f) = D(c®D),
i€l i€l
also (Y (Di@Di) =D, dh @ ist auch surjektiv.
i€l
2. Schritt. Beweis der zweiten Isomorphie(von k-Vektorraumen).
Die Isomorphie kommt von k-linearen Isomorphismen

(x:k@FF[X] — k[X] und ﬁ:k@FFX — kX,
wobei a sogar ein Isomorphismus von k-Algebren ist. Es reicht letztere zu anzugeben.
Die Abbildung links wird durch die natuiriche Einbettung

F[X] & k[X]
induziert und ist ein Isomorphismus, weil F[X] eine F-Struktur von k[X] ist, genauer

ak®FIX] 5 K[X], c®f 15 cf,

ist ein k-linearer Isomorphismus. Aus der Abbildungsvorschrift liest man ab, o ist
sogar ein Homomorphismus von Ringen mit 1:

a((c’@f)(c”®f”)) =a((c’c)X(’ 1))
- C’C”f’f’
- (C,f’).(c”f’)
= o(c’®f)ea(c”®T)
und
a(1®1) =1-1=1,
d.h. a ist ein Isomorphismus von k-Algebren.
Die Abbildung rechts wird durch die Multiplikation in k definiert,

Bk® F —sk ,c®d b ced,
F x X

und ist trivialerweise ein Isomorphismus von k-Vektorraumen. Wir haben zu zeigen,
die k®FF[X]-M0du1-Struktur von k®FX auf der linken Seite entspricht gerade der

k[X]-Modul-Struktur von kX.
Fur c&k, f € F[X], a€k, bEFX gilt
(c®f)e(a®b) = (cea)®(feb) = (cea)®(f(x)*b)

also
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B((c®f)+(a®b)) = B((cea)®(f(x)+b)) (Definiton von F[X]-Modul-Struktur von FX

= cea*f(x)*b (Definition von f3)
= c+f(X)*asb

= c+f(x)*p(a®b) (Definition von f3)
= (cD)(x)*B(a®b)

= o(c®f)(x)*p(a®b) (Definition von o)
= a(c®f)*y(a®b) (Definition der k[ X]-Modul-Struktur von kX)
Da f und o additiv sind, folgt
y(uev) = a(u)+y(v) furu € k@FF[X] und v € k®FFx ,
d.h. es gilt die Behauptung.
Zu(i). 1. Schritt. M_(F) / M_ (F)* ist eine F-Struktur von M_/ M_*.

Wir betrachten das folgende kommutative Diagramm mit exakten Zeilen.

o
0— MX — k[G] — k —0

J ) J

0— MX(F) — F[G] —B> F —0
Die vertikalen Abbildungen sollen die natiirlichen Einbettungen sein. Die Abbildungen
o und P seien die Auswertungen im F-rationalen Punkt x € X,

a(f) = f(x), p(f) = f(x).
Die Abbildung £ ist wohldefiniert, weil x ein F-rationaler Punkt von X ist. Nach
Definition gilt
Mx = Ker(a) und MX(F) = Ker(f}).

Die Zeilen sind also tatsachlich exakt.

Die vertikalen Abbildung faktorisieren sich uiber die Tensorprodukte iher Definitions-
bereiche mit k ttber F (weil die Bilder k-Vektorraume sind). Wir erhalten so ein
kommutatives Diagramm

(04
0— MX — k[G] — k —0

C I 1

0— k®FMX(F) — k®FF[G] — k®FF —0

N) J J
0— M ®F — FIG] BF 0

Die mittlere Zeile ist exakt, weil k®F ein exaker Funktor ist. Die Abbildung ¢ ist ein
Isomorphismus, weil F[G] eine F-Struktur von k[G] ist (nach Definition). Die
Abbildung ¢” ist trivialerweise ein Isomorphismus. Auf Grund der beiden oberen

exakten Sequenzen ist damit auch ¢’ ein Isomorphismus, d.h.
MX(F) ist eine F-Struktur von Me'
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Weil k®F ein exakter Funktor ist, folgt
2 ~ 2
k®F MX(F) / MX(F) = k®FMx(F) / k®FMX(F)

- 2
= k®FMX(F) / (k®FMX(F))

2
:MX/MX,

d.h. MX(F) / MX(F)2 ist eine F-Struktur von Mx/ M)z( .
Insbesondere ist die naturliche Abbildung
2 = 2
MX(F) / MX(F) — k®F MX(F) / MX(F) — Mx /My,
(f mod MX(F)z) k> 1®(f mod MX(F)Z) > £ mod M)Z(
injektiv.

2 .Schritt. Beweis der Behauptung.

SeiD & TXX F) = DerF(F[X], Fx) und bezeichne D das Bild von D bei der Abbildung
von (i). Dann gilt fur jedes f € F[X]
D(f) =D(f) € E .

Fur f € MX(F) =F[X] N Mx ist also

MD)(f mod M)Z() =D(f) = D(f) EF.
Wir setzen A mit der Einschrankung auf den F-linearen Unterraum
£ (R = 2 2
T*(F) := MX(F) / MX(F) von Mx I My
zusammen und erhalten eine F-lineare Abbildung
. — %k N
)\F. (TXX)(F) = DerF(F[X], FX) — HomF(T (F),F),D |->)\(D)IT>l< (F)
Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, }\F ist ein Isomorphismus.
XF ist injektiv.
Weil T*#(F) nach dem ersten Schritt eine F-Struktur von MX/M)% ist, ist )\(B) durch die

Einschrankung auf T*(F) eindeutig festgelegt. Insbesondere ist MD) gleich Null, falls
die Einschrankung von MD) gleich Null ist. Weil A ein Isomorphismus ist, ist )»F

zumindest injektiv.
}\F ist bijektiv.
Weil }_F eine F-lineare injektive Abbildung ist, reicht es zu zeigen, Definitionsbereich

und Wertevorrat von %.F haben dieselbe (endliche) Dimension. Es gilt

dlmF (TXX)(F) = d1rnk TxX ((TXX)(F) ist eine F-Struktur von TxX)

= dimk Homk(MX/Mi, k) (A ist ein k-linearer Isomorphismus)
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) 2
= d1mk MX/MX

= dimF T*(F) (T*(F) ist eine F-Struktur von MX/M)%)
=dim HomF(T*(F), F)

Die Dimension dimk MX/M)Z( ist endlich, weil Mx ein endlich erzeugtes Ideal ist im

noetherschen Ring k[X]
Zu (iii). Weil ¢: X — Y eine Uiber F definierte regulare Abbildung von affinen F-
Varietaten ist, besteht ein kommutatives Diagramm

q)*
K[X] <«— K[Y]

J J

P*IFx
F[X] <—[] F[Y]
Dabei seien die vertikalen Abbildungen die natiirlichen Einbettungen und die untere

horizontale Abbildung die Einschrankung von ¢*. Der untere F-Algebra-
Homomorphismus induziert eine F-lineare Abbildung

do, (F):Derp(FIX], F ) — Derp(FIYL Fy . Dt Doglp )

Wie im Fall F = k nutzen wir hier die Tatsache, daf} die durch ¢* auf dem F[X]-Modul
FX definierte F[Y]-Modul-Struktur gerade die F[Y]-Modul-Struktur von F H(%) ist.

Fur jede lineare Abbildung f: V— W von F-Vektorraumen haben wir ein
kommutatives Diagramm

k®f
k®FV — k®FW I®V B 1®1(v)
& f 4 1 1
v L ow v b f(v)
Speziell fur f = d(pX(F) hat dieses die folgende Gestalt.
KO 1®D b 1®(D
k®Der(FIX].F ) ——— k® Der (F[Y].F b (X)) P 1®( ¢*|F[X])

N) N) 1 1

do (F) D + DegHl

DerF(F[X] ,FX) s DerF(F[Y] ,F o (x)) F[X]

Mit Hilfe des linken Isomorphismus von Bemerkung (i) erhalten wir das folgende
kommutative Diagramm.

doy
Derk(k®FF[X],k®FFX) _— Derk(k®FF[Y] ,k@FF b (x))
J J
doy (F)
Der(FIXJF)  ———  Der(FIYLF, )

Und mit Hilfe des rechten Isomorphismus von Bemerkung (i) das folgende.
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d
Der, (k[X1k ) i> Der, (K[YLk, . )
g g
doy (F)
Derg(FIX].F,) —— Derg(FIYLF, )

Dieses Diagramm konnen wir aber auch in der folgenden Gestalt schreiben.

)

T X a0 T. Y
X7 T )
N) N)

T X(F dq)"(F)T Y(F

XE) ST YE)

Seine Kommutativitat ist gerade die Behauptung von Bemerkung (iii).

Zu (iv).
1. Schritt. Die Aussage von 4.1.5 a3t sich auf den Fall von F-Strukturen
verallgemeinern:

Seien X eine affine F-Varietat, x € X(F) ein F-rationaler Punkt, OX(F) die
Teilgarbe der F-Strukturen der Garbe OX der reguldren Funktionen auf X

und

o FIX] = OX(F)(X) — OX X(F) = FIX]_, f fX ;

die naturliche Abbildung der F—Algébra F[X] in den Quotientenring im
Primideal, welches gerade der Kern der Auswertungsabbildung
ist. Dann ist die induzierte F-lineare Abbildung

%o’ DerF(OX,x(F) , FX) — DerF (F[X1, FX), Dp D°OLF,
(vgl. Bemerkung 4.1.1 A (iii)) ein Isomorphismus. Dabei ist die Modul-
Struktur von FX uber OX X(F) bzw. F[X] gegeben durch

fec =f(x)ecfurcEFund f€ 0 X(F) bzw. f € F[X].

X
Nach Definition ist der lokale Ring OX X(F) Quotientenring von F[X] im Primideal
M_MFIX],
_ql Qe )
OX N S™F[X] mit S := F[X] Mx

Damit ist die Behauptung ger’ade die Aussage von Bemerkung 4.1.1.A (v) im
Spezialfall
R =F, A =F[X], S = F[X] - Mx und N = Fx'

2. Schritt. Die Aussage von 4.1.6 146t sich auf den Fall von F-Strukturen
verallgemeinern:

Seien X eine affine F-Varietit, x € X(F) ein F-rationaler Punkt und U C X

eine affine F-offene Teilmenge (vgl. 2.3.8) von X. Dann induziert das
Differential der natuirlichen Einbettung

tUo X
einen F-linearen Isomorphismus auf den F-Strukturen der Tangentialraume
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di (F):T UE) — T X (F).

Der lokale Ring OX X(F) andert sich nicht, wenn man X durch eine beliebige F-offene

Umgebung von x ersetzt. Insbesondere induziert die naturliche Einbettung 1 einen
Isomorphismus

OLFZOX,X(F) — OU,X(F) .
von F-Algebren. Die induzierte Abbildung der Derivationenmoduln
%ey’ TXU (F) = DerF(OU,x(F) , Fx) — DerF (OX,X(F) , FX) = TXX (F)
ist deshalb bijektiv.

3. Schritt. Seien X eine (nicht notwedig affine) F-Varietat und x € X(F) ein F-rationaler
Punkt von X. Sind

UC XundVC X
affine F-offene Umgebungen von x mit V C U, so induziert die natuirliche Einbettung
\AS

—~

nach dem zweiten Schritt einen natuirlichen Isomorphismus TXV(F) i) TXU(F). Dies

erlaubt es uns, die F-Struktur des Tangentialraum TXX von X im Punkt x als den

Tangentialraum TXU(F) mit U affine F-offene Umgebung von x in X zu betrachten.
Genauer (und formaler): fur beliebige affine F-offene Umgebungen
UCCxXxuUcCcx,vcx
von X in X mit
vVCUudVCU”

bilden die naturlichen Einbettungen ein kommutatives Diagramm,

Uo X

J J

Vo Uu”

Die Einschrankungen entlang dieser Einbettungen definieren ein kommutatives
Diagramm

Oy x B — Oy (P

=] _ 1=
Oy (B Oy (B)

von Isomorphismen von F-Algebren (nach der Definiton des Halms in Bemerkung
1.4.3 (i1)). Wir wenden den Funktor Derk( 7, kx) an und erhalten ein kommutatives

Diagramm

TXU’(F) — DerF((‘)XX (F),FX)

2

=1 1=

—~

T VE — T U” (F)
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Insbesondere bilden diese Isomorphismen der F-Strukturen der Tangentialraume in x
ein direktes (und inverses) System. Formal konnen wir deshalb die F-Struktur des
Tangentialraum von X im Punkt x definieren als den direkten Limes*

TX X (F) := h_m) TXU(F) = DerF(OX,x(F) , FX).

U>x
Dabei ist die Modul-Struktur von F = FX uber (‘)X X(F) definiert durch
fec :=f(X)ec fur f € OX X(F) und c € F.

Man beachte, die Elemente von O X(F) sind lokal in einer F-offenen Umgebung von x

X,
von der Gestalt %mit a,b € F[U] und bl # 0 auf U, wobei U eine F-offene Umgebung

von X bezeichnet.

QED.
4.1.9 Aufgaben zum Tangentialraum 60
4.1.9 Aufgabe 1: Beispiele 60

Beschreiben sie den Tangentialraum mit Hilfe von 4.1.4 in den folgenden Spezielfallen.
(1) X ist ein Punkt.

() X:=Al
(i) X :={(ab)EAZlab =0} und x := (0,0).
(iv) X :={(@b)E A21aZ =b3} und x := (0,0) falls die Charakteristik von k

ungleich 2 und ungleich 3 ist.
Beschreibungen. Zu (i). Die einpunktige Varietit.
Fur X = {p} gilt
k[X] =k
TXX = Derk(k,k) =0
Man beachte, fur D € Derk(k,k) und ¢ € k gilt D(c) =c*D(1) =c+0 =0.

Mit Hilfe von 4.1.4 erhialt man dasselbe Ergebnis: Mx ist das einzige maximale Ideal
von k[X] =k, namlich Mx = 0. Es folgt MX/M)Z( =0, also

2
TXX = Homk(MX/MX, k) = Homk(O, k) =0.

Zu (ii). Der affine RAum.
Fir X = A" gilt

k[X] = k[Tl""’Tn]
und mit X = (Xl,...,xn) € X ist

Mx = (Tl—xl,...,Tn—xn)

2 ) 2
MX/MX =ke (t1 -xl),..., k-(tn-xn) mit ti = Ti mod M, .

* Im Original wird der inverse Limes verwendet. Da es sich um ein direktes System, das gleichzeitig ein
inverses System ist und das aus Isomorphismen besteht, handelt, sind dirketer und inverser Limes
kanonisch isomorph.
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Die ti—xi bilden eine Basis von des k-Vektorraums MXfM)Z(. Das Bild des i-ten Elements

Y
(ti—xi) der dualen Basis in

TxX = Derk(k[X], kX)
beim Isomorphismus von 4.1.4 ist die k-Derivation Di
k[X] — kX
mit
Di(T') = Di(Tj - Xj) = Bij’
d.h. Di ist die partielle Ableitung von Ti an der Stelle x,

d
Pi=7T
und TXX ist der k-Vektorraum mit der Basis Dl""’Dn ,
d Jd
TXX = ke aTl IX + ...+ ke aTn IX

Zu (iii). Zwei sich schneidende Geraden.
Fur X = V(Tsz) und x = (0,0) gilt

KIX] =k[T )/ (T T,)
M =(TT)kIX]

2_ 2
MX/MX_ (T 1,T2)/( TI’TZ) +(T1T2)
_ 2
Das Dual von TXX ist dasselbe wie das des Az (vgl. (i1) mit n = 2). Also ist
T X =T A?
X X
Zu (iv). Die semikubische Parabel (ordinary cusp).
Fur X = V(T%-Tg) und x = (0,0) gilt
2.3
k[X] = k[Tl’TZ]// (T1-T5)
Mx = (Tl,Tz)-k[X]
2 2 2.3
MX/MX_ (Tl’TZ)/( Tl’T2) +(T1-T5)
_ 2
Das Dual von TXX ist dasselbe wie das des Az (vgl. (ii) mit n = 2). Also ist
TX =T A2
X X
QED.

4.1.9 Aufgabe 2: Produktvarietiten 60

Seien X und Y algebraische Varietiten und x € X , y € Y zwei Punkte.
(1) Dann ist die k-lineare Abbildung
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¢T XY ST X@ T, Y.D e (dp)

(x) ()P 0P2) PV
ein Isomorphismus. Dabei sei p;: GxG — G die Projektion auf den i-ten
Faktor (furi=1,2).
di: TeG — TeG’ X p -X.
(i) Die Differentiale der Abbildungen
q;° X — XXY,E b (§y), und dy’ Y — XXY,n » (X,1),
in x bzw. y sind die k-linearen Abbildungen
dg: T X—TX®T Y,Dp (D),
1" "x X y
und
dqlz TyY — TXX @ TyY, D (0,D).
(iii) Das Differential der Diagonalabbildung
A: X — XXX, X b (X,y),
in x ist die k-lineare Abbildung
dAX:TXX — TxX ©) TxX’ D (D,D).

(iv) Seienu: X — X’ und v: Y — Y’ regulare Abbildungen affiner Varietiten.

Dann ist das Differential von uxv: XxY — X’XY’, (x,y) > (u(x), v(y)) im Punkt
(x,y) die k-lineare Abbildung

d(uXV)(X " TX®TY—T
y) X y

Beweis.

Da der Tangentialraum in einem Punkt einer algebraischen Varietit ibereinstimmt mit
dem Tangentialraum einer jeden affinen Umgebung dieses Punktes, konnen wir bei
Bedarf annehmen, daf} die auftretenden Varietaten affin sind.

X @ TV Y, (Dl’ D2) =3 ((du)xDl’ (dV)yDz).

u(x)

(y)

Zu (i).

Wir geben zwei Beweise an. Der erste verwendet wie in Aufgabe 1 die Beschreibung
des Tangentialraum in 4.1.4. Der elegantere zweite Beweis benutzt die funktielle
Abhiangigkeit des Tangentialraum TX X vom Paar (x, X).

1.Beweis.
Es gilt

k[XxY] = k[X]®kk[Y]
Die (surjektiven) naturlichen Projektionen auf die beiden Faktoren

Py XxY — X und Py XY — Y
induzieren injektive k-Algebra-Homomorphismen

% %
Py k[X] & k[XXY], f » f®1, und Py k[Y] & K[XXY], f » 1®f.

Wir betrachten k[X] und k[ Y] als Teilringe von k[ XxY] bezuiglich dieser Einbettungen.
Es gilt

3 Wir bezeichnen hier mit pl: XxY — X und p2: XxY — Y die naturlichen Projektionen auf die

beiden Faktoren.
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%k ES
PMYC M und py(M) C M (1)

(x,y) xy)’

denn fur jede regulare Funktion f auf X, mit der Nullstelle x, ist ’f°p1 eine regulire

Funktion auf XxY mit der Nullstelle (x,y) und analog ist fur jede regulare Funktion g
auf Y mit der Nullstelle y die Verpflanzung g°pP, eine regulare Funktion auf XxY mit

der Nullstelle (x,y). Weil M ein Ideal von k[ XXY] ist, erhalten wir

(x,y)

(MX®1)-k[XXY] + (1®My)°k[XXY] - M(x,y)’

also

MX®k[Y] + k[X]@My M 2)

xy)
Nun ist aber das Ideal links ein maximales Ideal von k[XxY], denn
k[XXY]/(MX®k[Y] + k[X]®My) = (k[X]/MX)®(k[Y]/My)

= k®kk
=k
ist ein Korper. Deshalb gilt in (2) das Gleichheitszeichen.
Wir erhalten
2 = 2
M, /Mixy)=M, OKIY] +KIXIOM, /M, OK[Y] +KIXIOM, )

=M ®K[Y]+KIX]OM, /(Mi@k[Y] +M OM +K[X] ®M§)

CkIX] ®k[Y]/(M)2(®k[Y] +M ®M, + k[X]®M§)

= (k[X|®k[Y]/ Mi@k[Y]) / (Mi@k[Y] +M, M, + k[X]@M?) / Mi@k[Y])

=’ (k[X]fMi)@k[Y])/((MXﬂ\/Ii)@)My + (k[X]/Mi)@Mi)

= (K[XIMD®K[Y] / (k[X]/Mi)@Mi) / ((MX/M§)®My+(k[X]/Mi)@M?)/(k[X]/Mi)@M?

~ 2 2 2
=8 (k[X]/MX)®(k[Y]/MB%)/((MX/MX)®(My/My)
Es folgt

M 2

ey Mixy) = (M, MOB(KLYIM,) + (k[X]/Mi)@(My/M?) 3)
2 ’ 2
- (k[X]/MX)®(k[Y]/My%/((MXfMX)®(My/My) )

Dabei ist die Summe auf der rechten Seite von (3) direkt, denn der Durchschnitt der
beilden Sumanden ist (nach A.1.16)
2 2 2 2 2 2
(MX/MX)®(k[Y]/My) N (k[X]/MX)®(My/My) = (MX/MX)®(My/My)
Nach (3) ist dieser Vektorraum gleich 0. Damit gilt

2 - 2 2 2 2
M (x,y)/M(X,y) = (MX/MX)®(k[Y]/My) @ (k[X]/MX)®(My/My)

Dabei sind die beiden Tensorprodukte rechts als Teilmoduln von (4) anzusehen. Weil in
(4) das Tensorprodukt

% Das Tensorprodukt ist rechtsexakt.
" ® ist rechtsexakt.
8 ® ist rechtsexakt.



33

2 2
(MX/MX)®(My/My)
gleich O gilt, konnen wir danach faktorisieren, ohne die Moduln zu verandern. Es gilt

2 2 2 2
M MOSKIYIMy) = (M MIOKIYIM, ) = (M MO®, k

und
2 2 2 2
(k[X]/MX)®(My/My) = (k[X]/MX)®(My/My) = k®k (My/My)
also
2
M( ) (xy)_(M M )® k@k@ (M /M) ®)

wobel die beiden Tensorprodukte nach wie vor wie Teilmoduln von (4) zu behandeln
sind. Aus den naturlichen Einbettungen

k & KIXI/M, und k & K[Y)M;

erhalten wir durch Anwenden der Funktoren (M)/Mi)@k bzw. ®k (My/M}Z,) injektive

Abbildungen, welche die k-Vektorraume M /M2 und My/M}z, mit den Teilmoduln von

(4) auf der rechten Seite von (5) 1dent1flzleren Damit bekommt die Isomorphie (5) die
Gestalt

2

M(x,y)/M(X,y) = /M ®M /M

Wir gehen zu den dualen Vektorraumen tiber und erhalten dle Behauptung.
QED.

2.Beweis.
Die Zusammensetzungen

x I xxy PL x
X b (), (5, Y) X
und
v 22 xxy P2 v

y b Xy), &, y) ey,
sind identische Abbildungen. Dasselbe gilt also auch fur deren Differentiale, d.h. es gilt
(dp. )(X,y)o(dqi)x =1furi=1,2.
Wir erhalten kommutative Diagramme

d d
TX W1 xxy TY 3 T XxY
X (x,y) y (x,y)

und ey
N e Ny
T X TY
X y
Weiter sind die beiden folgenden Abbilddungen konstant.
X 2 xxy P2,
X' b XLy, (X, Y) By,
und
Y 22, xy 21, x

Yy Xy)X,y)p X,
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Die erste faktorisiert sich iiber {y} C Y, die zweite iiber {x} C X. Die Differentiale

faktorisieren sich deshalb uiber den Tangentialraum der einpunktigen Varietat, d.h. uber
den trivialen Vektorraum, d.h. es gilt

(dp2-i)(x y)<>(dqi)X =0furi=1,2.
Die Diagramme (1) bleiben deshalb ’kommutativ, wenn wir die Werte von (dqi)x um
Elemente aus dem Bild von (qu-i)x abandern. Das bedeutet, die folgenden Diagramme

sind kommutativ.

TXOT Y &% T XxY TX@TY&T XxY
X y (x,y) X y (x,y)
2
AR ANC Y ?
T X TY

Dabei sei q die Abbildung
q: T X® TyY—> T( y)X Y,(V,wW) » (dql) v) + (dq2) v),
und 4 sei die PrOJektlon auf den i-ten direkten Summanden. Sei r die Abblldung
r: T XY—)TX@TyY W|->((dp1)

(x,y) (x. )( ), (dpy) () (W)).

Auf Grund der Kommutativitat der beiden Diagramme (2) gilt dann
m.ereq = (dp)(X °q = nlfur1—12

(X,y)

' Y)
Also ist

roq=1:TX®T Yi>T XXY;TX@)TY
X y (xy) X y
die identische Abbildung. Insbesonder gilt:
q ist injektiv und r ist surjektiv.
Es reicht zu zeigen, r ist injektiv. Sei
D € Ker(r).

Dann liegt D im Kern der beiden Koordinantenfunktionen von r, d.h. die
Zusammensetzung von D: k[X]®k[Y] — k mit den beiden natuirlichen

(x.y)
Abbildungen

k[X] — k[X]®K[Y], f » f®1, und k[Y] — k[X]®K[Y], g » 1®g,
ist Null, d.h.
D(f®1) =0 und D(1®g) = 0 fur fEk[X] und g&k[Y].
Dann ist aber
D(f®g) =D((f®1)+(1®g))
=f(x)D(1®g) + g(x)D(f®1)
=0+0
=0
fur f € k[X] und g € k[Y]. Weil D eine k-lineare Abbildung ist, ist damit
D =0 auf k[ X]®K[Y].
Wir haben gezeigt, r ist auch injektiv, also ein Isomorphismus.

Zu (ii).
Es gilt

id fur i=j
pP.°q. = {

1] (cfuri##]
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Dabei stehe ¢ fur eine constante regulare Abbildung mit dem Wert ¢ € {x,y}, d.h. die

induzierte Abbildung c* der Koordinatenringe faktorisiert sich uber k, d.h. fur jede
Tangentialvektor X und jede regulare Funktion f gilt

((de)X))(B) = (Xec™)(f) = X(c*(F)) = X(f(c)) = 0.

d.h.
dc =0.
Es folgt
do.od id fur i=j
Pi qj"{o fiur § |

MitD e TeX bzw. DETeY gilt
CP(dqlD) = ((dpl)(dqlD), (dpz)(dqlD)) =(D, 0)

und
¢(dq,D) = ((dp)(dq,D), (dp,)(dq,D)) = (0.D)
wie behautptet.
Zu (iii).
Furi=1,2 gilt
piOA =1id,
also
(dpi) (x,x)odAx =id,
also fur D € TxX

@((dA D) = (dp,((dA)D), dp,((dA)D)) = (D,D),

wie behauptet.

Zu ().
Nach Definition von uxv gilt
plo(uXV) =uep, und p2°(uXV) = u°p,
also
dp1°d(uXV) = du°dp1 und dp2°d(uXV) = du°dp2.

Wir bezeichnen die zu ¢ analoge Abbildung fur X’ und Y’ mit

—~

T XXY' T X’®T Y’
P vy X y

FarZz&T XxY) gilt dann
(X’y)( ) g

¢ AWV2)) = (dp AV)(Z)), (dp)A@V)(Z))
= ((du)((dp (@), (@)((dp,)(Z))
= (duxdv)(dp,)(Z), (dp)(Z)
= (duxdv)(@(2).
Mit p(Z) = (X,Y) € Tx X® Ty Y gilt dann
@e(dev)eq™) (XY) = [@uxdV)(XY) = ()X, [@V)Y)

wie behauptet.
QED.
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4.1.9 Aufgabe 3: Dualzahlen 60
Seien X eine affine algebraische Varietit, x € X ein Punkt und
Kft] = KITH(T?)
die k-Algebra der Dualzahlen (t bezeichne die Restklasse von T). Zeigen Sie, es gibt

einen k-linearen Isomorphismus
T — {pE Hom, _ Alg (k[X], k[t]) | (f) - f(x) € ket fur fEK[X] }

Die Elemente der Menge rechts heiflen k[t]-wertige Punkte von X iber dem Punkt x.
Beweis. Wir verwenden fur die Menge auf der rechten Seite die Bezeichnung

DHomk_ Alg(k[X], k[z])
Durch direktes Nachrechnen sieht man, dal mit je zwei Elementen aus dieser Menge

auch deren Summe in dieser Menge liegt und mit jedem Element auch dessen k-
Vielfache. Mit anderne Worten,
DHomk_ Alg(k[X], k[t]) ist k-linearer Unterraum von Homk_ Alg(k[X], k[t])

Fur jeden k-Algebra-Homomorphismus aus dieser Menge, sagen wir
¢: k[X] — k[t] =k + ke,
sei D f das eindeutig bestimmte Element aus k mit

¢

oD =09 + D, fo.

Weil ¢ als k-Algebra-Homomorphismus linear ist, ist auf diese Weise eine k-lineare
Abbildung

Dq): k[X] —k

definiert. Weilter gilt fur f, g € k[X]

d(fg) = ¢(H)-9(2)
={(x)+D q)(f)-t)°(g(x)+D q)(g) °T) (Definition von D ¢)
=f(x)eg(x) + (f(X)'D¢(g)+g(X)'D¢(f))'T) (wegen 1 =0)
also - weil 1 und T linear unabhéngig uber k sind -
D q)(f'g) = f(X)'D¢(g)+g(X)'D¢(f)-
Wir haben gezeigt, D 0 ist eine k-Derivation mit Werten in kX, d.h. die Abbildung
ist wohldefiniert. Direkt an der Definition von D o liest man ab, daf die Abbildung k-

linear ist. Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, daB} sie bijektiv ist. Zeigen
wir, es gibt eine Umkehrabbildung. Dazu betrachten wir die Abbildung

TXX — DHomk_ Alg(k[X]’ k[t]), v (f & f(xX)+v(f)*1). (2)
Die Abbildung (2) ist wohldefiniert.
Wir haben zu zeigen, fur jeden Tangentialvektor v: k[X] — kX liegt die Abbildung

aV:k[X] — k[T, f » f b f(X)+v(f)eT,

in DHom X], k[t]). Fur f, g € k[X] gilt

k-AlgK
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aV(f- g) = f(x)eg(x) + v(feg)et (Definition von (xV)
= f(x)eg(x) + f(x)*v(g)*t + g(x)*v(f)*t (v ist eine Derivation mit Wertn in kx)
= (f(x)+v(x)*T)*(g(x)+V(X)*T) (wegen 2= 0)
=a (o ©
Damit ist a, ein Ring-Homomorphismus. Aulerdem ist fur f,g € k[X] und c&k:
ocV(f+c- g) = f(x)+ceg(x) + v(f+ceg)et  (Definition von OLV)
=f(X) + ceg(x) + v(f)*T + cev(g)*T (v ist k-linear)

= (f(x)+v(f)*) + co(g(x) + v(g)*T)
= ocv(f) +ce av(g).

Damit ist a, ein k-linearer Ring-Homomorphismus, also ein Homomorphismus von k-
Algebren. Nach Definition gilt fur jedes f € k[X]

aV(f) -f(x) =v()t Eket,
d.h. o liegt in DHomk_ Alg(k[X], k[T]).

Die Abbildung (2) ist invers zu (1).
Fur jeden Tangentialvektor v: k[X] — kX und jedes f € k[X] gilt

Dav(f)-t = ocv(f) - f(x) (Definition von D ¢)
= (f(x) + v(f)*7) - f(x) (Definiton von ocV)
= v(f)ert.
also Doc (f) = v(f). Weil dies fur jedes f gilt, folgt
\%
D =vfurjedesveT X 3)
a, X
Weiter gilt fur jedes ¢E DHomk_ Alg(k[X], k[t]) und jedes f € k[X]
och)(f) =f(x)+D q)(f)-"c (Definition von OLV)
=f(x) + (¢(f) - f(x)) (Definition von D q))
= o().
Weil dies fur jedes f € k[X] gilt, folgt
och) = ¢ fur jedes ¢pE DHomk_ Alg(k[X], k[T]). €))

Zusammen bedeuten (3) und (4), daBl die Abibldungen (1) und (2) zueinander invers
sind. Insbesondere ist (2) ein k-linearer Isomorphismus.
QED.

4.1.9 Aufgabe 4: abgeschlossene Einbettungen 60
Seien Y eine algebraische Varietiat, X C Y eine abgeschlossene Teilvarietit und
:XSY
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die naturrliche Einbettung. Dann ist

do s T X — Ty Y

injektiv fur jeden Punkt x € X.

Beweis. Die naturliche Einbettung ¢ induziert eine naturliche Surjektion der
Koordinatenringe

¢*: K[Y] —» kIX], f 1> fly..
Die Verpflanzung entlang ¢*,
dq)X: Derk(k[X], kX) — Derk(k[Y], k

ist deshalb injektiv, d.h. es gilt die Behauptung.
QED.

o) P D@

4.1.9 Aufgabe 5: Beweise zu 4.1.8 60

Geben Sie die in 4.1.8 fehlenden Details an.
Beweis. Diese sind (hoffentlich ausreichend) im Beweis von 4.1.8 angegeben.
QED.

4.1.10 Erganzung: Das Differential linearer Abbildungen
Seien VC k™ und W (C k" zwei affine Teilvarietiten des k™ bzw. k™, ¢ eine
Abbildung der Gestalt
¢: k™ —— k", x » AX +b,

mit einer nxm-Matrix

A= (aij) € Mn,m(k)
mit Eintragen aus k und einem (Spalten-)Vektor

b=(b)EK",
welche die Teilvarietat V in die Teilvarietat W abbildet,
(V)T W,
und x € V, y € W zwei Punkte mit
y =€)

Aus dem kommutativen Diagramm

14
KM 2y kP

i@éjJ\
|
v X w

dessen vertikale Abbildungen die naturlichen Einbettungen sind, erhalten wir durch
Ubergang zu den Differentialen in x bzw. y ein kommutatives Diagramm von k-linearen
Abbildungen

dé
TKD =5 T K1
X y

di g dj &
d@y)

TXV — T W

ein kommutatives Diagramm. Nach 4.1.9 Aufgabe 4 sind die vertikalen Abbildungen
injektiv. Wir konnen die Tangentialraume der unteren Zeile mit deren Bildern in den
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Tangentialraumen der oberen Zeile identifizieren und so die vertikalen Abbildungen als
natrliche Einbettungen betrachten, sodal3

d(ZIV) = (dé)|TXV

gilt. Nach 4.1.9 Aufgabe 1 (ii) bilden die Derivationen

0 d m

GTIX Y e s GT_leTxk bzw.
1 m

0 0 n

-1 ,..,=—1 €Tk

aTl y E)Tn y y

Basen von Tka bzw. Tykn. Bezuiglich dieser Basen ist die Matrix der linearen

Abbildung d¢ gleich A, d.h. es gilt

fur die Koordinatenvektoren

von Punkten

C el e M
V=3 kG T
1=1 1
und
w= S deto| eT kb
= aT.
s iy Ty
mit
w = (dO)(v).

Beweis. Wir bezeichnen mit
Ti: k™ — k bzw. Ti: K" — k

die i-ten Koordinatenfunktionen von k™ bzw. k™. Nach Definition des Differntials im
Punkt x gilt

& (aiTj (T = (aiTj | Ex(T)

= GE )Tl
aj -
= (W |X)( > aia.Toc + bi)
J o=1
h 0T



40

—(3 aT 36T
o=1
Nach Bemerkung 4.1.3 (iv) folgt

P n
A G1)=(3 77 Iy-aaj)
J o=1 ¢
Damit gilt
mo9
> d.-aT I =w
=1 J ] y
w = (df)(v)
oo
_dZ('E cjﬁl )
=17
m n 4
= =1 *a .ec
.gl T 'y "qj J)
J_ (1:1
n m 9
= 302 ey
Weil die = 1I_ linear unabhéangig sind, folgt
J
B z o
also
d=A-
QED.
4.2 Differentiale und Separabilitat 60

Wir werden einige Eigenschaften von Derivationen brauchen, insbesondere von
Derivationen auf Korpern. Dazu fuhren wir Differentiale ein.

4.2.1 Das Differential d: A — Q A/R 60

Seien R ein kommutativer Ring mit Eins und A eine kommutative R-Algebra. Wir
bezeichnen mit m die Abbildung

m: A®RA —s A, a®b b asb,

welche durch die tiber R bilineare Abbildung AXA — A, (a,b) i a<b, induziert wird,

und setzen
I := Ker(m).
Dies ist ein Ideal der R-Algebra A®RA, welches von den Elementen der Gestalt

a®l-1®amitaE A
erzeugt wird’,

?SeiJ :=(a®1-1®a | a EA )+A das von den Elementen dieser Gestalt erzeugte Ideal. Trivialerweise
liegt a®1-1®a im Kern von m fur jedes a € A. Deshalb gilt
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[=(a®1-1®ala €A )-A. (1)
Weil m surjektiv ist, gilt nach dem Homomorphiesatz
(A®RA)/I =Im(m)=A, a®a’ mod I » m(a®a’) = a-a’.

Der Modul der Differentiale von A uber R ist definiert als der A®RA—M0dul

— 112
QA/R =11~

Die Abbildung

d=d, ,;A—Q ,a|—>a®1—1®amod12 )

A/R A/R

heift naturliches Differential von A uiber R. AuBlerdem heif3t auch fur jedes a € A
dessen Bild bei d,

da=d A /R(a)

Differential von a (iber R).
Bemerkungen

1) Weil Q A/R YOm Ideal I annulliert wird, ist Q AR auch ein Modul uiber

(A®RA)/I =A.

Die Multiplikation eines Elements w& Q2 mit einem a € A ist dabei definiert

A/R
als das Produkt
asw = aew.
mit einem beliebigen Element

aEA@RA mit m(a) = a.

Zum Beispiel ist

JCL

Wir haben die umgekehrte Inklusion zu beweisen. Sei

€ .
2 ai®bi Ker(m)
i

Wegen

DERCLE = E (a.®1)-(18b,

i i

= E (ai®l)-(bi®1) mod J

1

= (2 ai bi)®1

1

Liegt auch (2 a. b)®1 im Kern von m, d.h. es ist 2 a. b =0, also (2 a, b)®1 =0, also
s ~ i ~ i

1 1 1

E a.®b, =0 mod]J,

also 2 a.®b. € J.s
~ i

1
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a0 = (a®1)ew = (1®a)-w.
(ii) Die Abbildung (2) ist eine R-Derivation A — Q AR

d(rel) = (r-1)®1 - 1®(rel) modI=0
(wegen (1)). Fur a, b € A ist aulerdem
d(asb) = (ab)®1 - 1®(asb) mod I
=(a®1)+(b®1 - 1®b) + (a®1 - 1®a)+(1®b) =mod I
= (a®1)+db + da(1®Db)
=aedb + beda
Das letzte Gleichheitszeichen besteht auf Grund der Definition der A-Modul-

Struktur von €2 AR’ Wir haben gezeigt, d AR 1st eine R-Derivation.

(1)) Weil das Ideal I von den Elementen a®1-1®a mit acA erzeugt wird, wird der A-
Modul

: Fur rER gilt trivialerweise

—_ 172
QA/R—I/I

von den Elementen da = a®1-1®a mod 12 mita € A erzeugt.
@iv) Ist {Xi}i oI ein Erzeugendensystem der R-Algebra A,

A=RIx. i €],

dann wird Q AR von den dxi als A-Modul erzeugt,

Q, n= 3 Awdx, 3)
1€l

denn jedes a € A ist ein Polynom in endlich vielen der X, mit Koeffizienten aus R,

sagen wir
a= f(xi X ) mit f € R[Tl""’Tr]'
1 r
Weild: A — Q AR eine R-Derivation ist, ist jedes Potenzprodukt der X X
1 r
eine A-Linearkombination der dxi ,...,dxi , liegt also in der rechten Seite von (3)
1 r

und weil d linear ist Uiber R, liegt auch da in dieser rechten Seite. Damit liegt das
Erzeugendensystem der da des R-Moduls in der rechten Seite von (3) und die
linke Seite von (3) liegt in der rechten. Die umgekehrte Inklusion besteht

trivialerweise.
(v)  Der nachfolgende Satz charakterisiert d AR durch eine Universalitatseigenschaft.
4.2.2 Satz: Die Universalitatseigenschaft 61

Seien R ein kommutativer Ring mit Eins und A eine kommutative R-Algebra. Dann
gelten die folgenden beiden Aussagen.

1) Q AR ist ein R-Modul und d AR’ A—Q A/R 1N€ R-Derivation.

(ii) Jede R-Derivation D:A — M (mit Werten in einem R-Modul M) faktorisiert
sich auf genau eine Weise tiber d =d AR’ d.h. es gibt genau eine A-lineare Abbildung

D:QA/R — M,

fur welche das Diagramm
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D
A — M
d| /D
QA/R

kommutativ ist.
Bemerkungen
(i) Die beiden Aussagen des Satzes bedeuten gerade, dall die A-lineare Abbildung

HomA(QA/R, M) — DerR(A, M), D » D-d,

wohldefiniert und bijektiv ist fur jeden R-Modul M, d.h. Q AR ist zusammen mit
d ein darstellendes Objekt fur den Funktor
A-Mod — A-Mod, M » DerR(A, M).

(i) Ein Paar (Q2 AR’ d) bestehend aus einem R-Modul Q AR und einer R-Derivation

d:A—>QA/R

ist durch die beiden Bedingungen des Satzes bis auf natiirliche Isomorphie
eindeutig bestimmt.
Beweis. Aussage (i) des Satzes wurde bereits bewiesen (vgl. Bemerkung 4.2.1 (ii)).
Beweisen wir Aussage (i1).
Eindeutigkeit von D. Weil das Ideal I von den Elementen der Gestalt

a®1 - 1®A mita€ A

erzeugt wird, liegt im Bild vond =d

A/R €0 Erzeugendensystem des A-Moduls €2 AR’

Jede auf Q AR definierte A-lineare Abbildung ist durch ihre Werte auf diesen Erzeugern

eindeutig festgelegt, d.h. D ist durch die Kommutativitit des Diagramms eindeutig
bestimmt.
Existenz von D. Seien M ein R-Modul und
D:A—M
eine R-Derivation. Wir betrachten die Abbildung
AxA — M, (a, b) » beDa.
Diese Abbildung ist bilinear tiber R, induziert also eine R-lineare Abbildung
D’:A®RA —> M, a®b b beDa.

Fur a € A gilt
D’(a®1-1®a) =D’(a®1) - D’(1®a)
= 1+D(a) - a*D(1)
= D(a),
d.h.
D’(Aa) =D(a) fura € A und Aa = a®1-1®a. (1)
Fura, b, ¢, d € A folgt
D’((c®d)sAasAb) =D’((c®d)*(a®1-1®a)*(b&®1-1®b))
=D’((c®d)+((ab)®1 - a®b - b®a + 1®(ab)))
=D’((abc)®d - (ac)®(bd) - (bc)®(ad) + c®(abd))
= de<D(abc) - (bd)*D(ac) - (ad)sD(bc) + (abd)*D(c)
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= bcde<D(a) + acd*D(b) + abdsd(c)
-bcdeD(a) - abd<D(c) - acd+D(b) - abd-D(c)
+ abd<D(c)

Weil D’ additiv ist, folgt D’(Iz) =0, d.h. D’ induziert eine R-lineare Abbildung
A®RA/12 — M.

Die Einschrankung auf VI - A®RA/I2 bezeichnen wir mit

D: QA/R — M, (a®b)+Ac mod 12 B D’((a®b)+Ac).

Wegen
D’((a®b)*Ac) = D’(ac®b - a®bc)
=beD(ac) - bceD(a)

= ab*D(c)
gilt
D’(as(a’®b’)*Ac) = D’(((aa’)®b’)*Ac)
= (aa’b’)*D(c)
=aD’((a’®b’)*Ac)
also

D(as(2’®b’)edc) = a- D((a’®@b")+dc).
Da beide Seiten additiv bezuglich (a’®b’)«dc sind, folgt

D(asx) = a-D(x) fira € A und x €112 = Q

A/R’
Mit anderen Worten, D: Q AR M ist A-linear. Fur ¢ € A gilt weiter
D(de) = D(Ac mod 1)

=D’(Ac)

=D(c) (nach (1))
Das Diagramm von Aussage (ii) ist kommutativ.
QED.
4.2.3 Funktorialitat 61

Seien R ein kommutativer Ring mit Eins und ¢: A — B ein Homomorphismus von

(kommutativen) R-Algebren. Auf Grund der Universalitatseingenschaft gibt es genau
eine A-lineare Abbildung

q)O:Q

fur welche das Diagramm

AR — QB R’ d A /R(a) =% dB fR(d)(a))

A B
dard 0 ldg r M
Q AR Q
kommutativ ist (weil dB /Roq) eine R-Derivation ist).

B/R

Ist A = B und ¢ die identische Abbildung, so gilt

q>0=1d:£2 — Q.

A/R A/R
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Fur je zwei Homomorphismen von R-Algebren A L B i) C gilt

(Wog)” =yVeq”.
Weil QB R ein B-Modul ist, induziert die untere Zeile des Diagramms eine B-lineare
Abbildung
QARCAB — g
Durch Anwenden des Funktors HomB(?, N) erhalten wir fur jeden B-Modul N ein

kommutatives Diagramm
0

HomB(Q N) i) Hom (Q

B/R’ AR’ N

odB/Rl l°dA/R
DerR(B,N) — DerR(A,N)

dessen vertikale Abbildungen Isomorphismen sind (nach Bemerkung 4.2.2 (i)). Die
Kommutativitat des Vierecks ergibt sich aus der von (1). Insbesondere sind die
vertikalen Isomorphismen funktoriell bezuiglich N.

Bemerkung

Seien zwei Homomorphismen von (kommutativen) Ringen mit 1 gegeben mit
demselben Definitionsbereich, sagen wir

f g
B« A—=—C

Wir setzen
B’ :=B® AC
Dann besteht ein naturlicher Isomorphismus
QU A®AC— Dy dpya D @ ¢ > dy. (190,
Beweis. Es reicht zu zeigen, die C-lineare Abbildung
Q= dB/A®1d: B®AC — QB/A®AC b®c dB/A(b)®c,

besitzt die Universalitatseigenschaft der Abbildung

dB’/C: B — QB’/C .

@ ist eine C-Derivation:
Farb’,b” € Bundc’, ¢” € C gilt
P((b’®c’)+(b”®c”) = q@((b’d”)®(c’c™))
- d(b’b”)@(c’c”)
= (b’db” + b”’db’)®(c’c”)
= (b’®c’)*(db’®c”) + (b”®c”’)+(db’&c’)
= (b’®c’)*@(c”®b”) + (b”®c”)p(c’®b’).

@ ist universell.
Seien M ein B’-Modul und

D: B®AC—>M

eine C-Derivation. Wir haben zu zeigen, D faktorisiert sich eindeutig tiber . Die
Zusammensetzung

o D
B—)B@AC—>M

ey
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a
von D mit dem Ring-Homomorphismus B — B® AC’ b » b®1, ist eine A-

Derivation, faktorisiert sich also uberd ,,: B — Q d.h. es gibt eine B-lineare

B/A B/A’
Abbildung
D: QB A M
mit
Dea = De dB A

Weil M als B’-Modul auch ein C-Modul ist, induziert D eine B’-lineare Abbildung

Iad ~
D: QB/A®AC — M, o®c  c* D(w).

Far b € B und ¢ € C gilt

D®®c) =D, (b)®c)  (Definition von ¢)

B/A

[ad . o, . N

=Ce D(dB / A(b)) (Definition von D)

= ceD(a(b)) (Wahl von D)

=cD(b®1) (Definition von o)

= D(b®c) (D ist C-linear)
Damit git

[
D = Deog. (2)
Wir haben noch zu zeigen, D ist durch (2) eindeutig bestimmt. Weil die
dB/A(b) mitb € B
den B-Modul QB /A CrZeugen, erzeugen die
p(b&®c) = dB/A(b)®c mitbEBundcEeC
den B’ =B® AC—Modul
QB/A®AC

, d.h. Im(p) enthiélt ein Erzeugendensystem dieses B’-Moduls. Weil die Abbildung D
linear ist iber B’, ist sie durch ihre Werte auf diesem Erzeugendensystem eindeutig
bestimmt.

QED.

4.2.4 Der Fall endlich erzeugter R-Algebren 61

Seien R ein kommutativer Ring mit Eins und A eine R-Algebra der Gestalt
A= R[Tl""’Tm]/(fl""’fn)’

Weiter seien ti die Restklasse der Unbestimmten Ti n A,
t:=(t,,....t
(et )
und

Di: R[Tl""’Tm] — R[Tl""’Tm]
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die partielle Ableitung nach Ti (fur i = 1,...,m). Wir betrachten die A-lineare Abbildung

. Aam
¢ A —>QA/R,ei|->dti,

welche den i-ten Standard-Einheitsvektor ei in das Differential d‘[i von ti abbildet. Die

Abbildung ¢ ist surjektiv und besitzt den Kern

n m
Ker(@)= 3 A( 3 (Df)(0re,),
=1 =1 '
induziert also einen Isomorphismus

= .m
Q AR A" /Ker(¢), dti P €. mod Ker(¢).

Beweis. Sei
KC AM
der von den

m
S (D.f)(t)e. €A™ j=1,..m
=1 !

erzeugte Teilmodul. Wir betrachten die Abbildung

m
m L]

R[Tl""’Tm] — AV/K, El(DiD(t) e mod K. (D)

Die Abbildungen Di Derivationen tiber R. Die natiirliche Abbildung A™ —s A™/K auf

den Faktor-Modul ist A-linear. Deshalb ist die Abbildung (1) eine R-Derivation. IThr
Wert in den Polynomen fj ist nach Definition von K gleich Null. Weil die fj den Modul

A"YK annullieren, liegt das gesamte Ideal I im Kern von (1). Deshalb induziert (1) eine
R-lineare Abbildung

m
A—AYK O 3 (D.f)(t)+e, mod K. (2)

i=1
Mit (1) ist auch (2) eine R-Derivation. Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen,

die Derivation (2) besitzt die Universalitatseigenschaft 4.2.2 von d: A — Q AR

Seien M ein A-Modul und D: A — M eine R-Derivation. Nach der Kettenregel (fur
Polynome) gilt dann fur jedes f € R[Tl""’Tm]
m
D) = 3 (D.H(©O-DL).
i=1
Wegen fj(t) =01in A gilt insbesondere

m
0= D(fj(t)) =X

(D.£.)(t)D(t.) fir j = 1,....m,
R 1

i
d.h. fur jedes j liegt

m
3 (D.f)()ee. € AT
=1 !
im Kern der A-linearen Abbilduing
AT M, e. > D(t).
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Die Abbildung induziert also eine A-lineare Abbildung
AWK — M, e. mod K 1 D(t). (3)

Die Zusammensetzung von (2) und (3) hat die Gestalt

m m
o > (Dif)(t)-ei modK » > (Dif)(t)- D(ti) = D(f(t)).
i=1 i=1
Die vorgegebene Derivation D faktorisiert sich tiber (2). Wir haben noch die
Eindeutigkeit der Faktorisierung

A
2y \D
Am/Kg M

zu beweisen. Dazu reicht es zu zeigen, das Bild von (2) enthilt eine Erzeugendensystem
des A-Moduls A™YK. Nun ist das Bild der Restklasse ti von Ti bei (2) gleich e mod K.

Weil die e den A-Modul A™ erzeugen, erzeugen deren Restklassen modulo K den A-

Modul A™/K.

QED.

4.2.5 Aufgaben zum Differentialmodul 62
4.2.5 Aufgabe 1: Polynom-Algebren 63

Seien R ein kommutativer Ring mit 1 und
A= R[Tl""’Tm]

die Polynom-Algebra tiber R in den Unbestimmten Ti' Dann ist

QA/R

ein freiner A-Modul vom Rang m mit der Basis
dTi ,1=1,...m.

Beweis. Wir wenden 4.2.4 mit n = 0 an und erhalten K = 0 und damit den
Isomorphismus
m
A _)QA/R’ei |—>dti.

QED.

4.2.5 Aufgabe 2: Einfache Erweiterungen 63

Geben sie ein notwendige und hinreichende Bedingung an f_ dafur an, daf in 4.2.4 mit

1
m=n=1, d.h. fur
A=R[T1]/(f1)

der Differentialmodul

QA/R
gleich Null ist. Betrachten Sie den Fall, dafl R ein Korper ist.
Beweis. Nach 4.2.4 ist

df1
QA/R = A/A'W.

Damit gilt
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df

1 . C
Q A/R—O(:)mmod (fl) ist eine Einheit in A

df |
< Das von @und ’f1
Ist R ein Korper, so ist die Bedingung aquivalent dazu, daf f

erzeugte Ideal von R[Tl] ist gleich R[Tl]'

1 ein separables Polynom

ist, d.h. keine mehrfache Nullstellen hat in der algebraischen AbschlieSung von R.
QED.

4.2.5 Aufgabe 3: Quotientenringe 63

Seien R ein kommutativer Ring mit 1 und A eine (kommutative) R-Algebra ohne
Nullteiler mit dem Quotientenkorper F. Beweisen Sie, es gilt

QF R = F® AQ AR
Beweis. Sei
dA—Q AR
das naturliche Differential von A uiber R. Es reicht zu zeigen, die Abbildung

& F—F® Q %I—) b%@(bda- adb)

ATAR’

ist eine wohldefinierte R-Derivation und besitzt die Universalitatseigenschaft von QF R
Die Abbildung d’ ist korrekt definiert.
Seien Elemente a,a’ € A und b, b> € A-{0} gegeben mit %: %—, in F. Weil A
nullteilerfrei ist, folgt

asb’ = a’«b. (D)
Es folgt

d(ab’) =d(a’b)
also
bb’+d(ab’) = bb’+d(a’b)
also
bb’+(b’da + adb’) = bb’+(bda’ + a’db)

also

be(b’2da + ab’db’) = b’+(b2da’ + a’bdb)
Zusammen mit (1) folgt

be(b’2da + ba’db’) = b’+(b2da’ + ab’db)

also
b’2bda + b2a’db’ = b2b’da’ + b 2adb
also
b’2bda - b’2adb = b2b’da’ - b2a’db’
also
b*2(bda - adb) = b2(b’da’ - a’db’)
also

%@(bda _ adb) = %@(b’da’ _a’db)
b b

Die Abbildung d’ ist eine Derivation.
Fura,a’ € Aund b,b” € A-{0} gilt

@, A _ pead
G0 =G
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- %@(bb’d(aa’) _aa’d(bb’))
b2b’

= 21 5 (abb’da’ + a’bb’da - aa’b’db - aa’bdb’)
b2b’

= '21 >®(a’bb’da - aa’b’db + %@)(abb’da’ - aa’bdb’)
b%b’ b7b’

~ 2.1 ®(bda - adb) + %- %@(b’da’ -a’db?)
b’

Die Abbildung d’ besitzt die Universalitatseigenschaft von QF R

Seien M ein F-Vektorraum und D: F — M eine R-Derivation. Dann ist die

Zusammensetzung mit der natiirlichen Einbettung A & F ebenfalls eine R-Derivation.
Deshalb faktorisiert sich

DI A:A —M
eindeutig uber d: A — Q AR d.h. es gibt genau eine A-lineare Abbildung
D: Q AR M
mit DI, = Ded. Weil M ein F-Vektorraum ist, induziert D eine F-lineare Abbildung

A
] ~
D: F®AQNR —> M, a®w » a* D(w).
Fiira € A und b € A-{0} gilt 7=b = a, also

beDX + 2Db = Da.

b b
Wegen DI A" Ded konnen wir diese Identitit auch in der folgenden Gestalt schreiben.
beDg-+ £D(d(b)) = D(d(a)).
Es folgt
pd =B - &5
RGO OO
1 (oY [
= b—2°(b° D(d(a)) - a» D(d(b))
= izo'ﬁ(bda - adb) (D ist A-linear)
b
N1 — N
= D(—2-(bda - adb)) (Definition von D)
b
A ., a
= Ded (B)
Wir haben gezeigt,

[
D =Ded’. )



51

Wir haben noch zu zeigen, die F-lineare Abbildung D ist durch die Bedingung (2)
eindeutig bestimmt. Dazu reicht es zu zeigen, Im(d’) enthalt ein Erzeugendensystem des

F-Vektorraums F® AQ AR

Nach Definition von d’ gilt fur a € A:

d’% = %@(loda - a~d(1))
1

= 1®da.
Damit gilt
Im(d’) 2 1®Im(d).

Weil Im(d) ein Erzeugendensystem des A-Moduls €2 enthalt (nach Bemerkung

A/R
4.2.1 (ii1)), enthélt damit Im(d”) ein Erzeugendensystem des F-Vektorraums

F® AQ AR

QED.

4.2.5 Aufgabe 4:Endlich erzeugte Erweiterung 63
Seien F ein Korper und E = F(x1 ,...,xm) eine endlich erzeugte Korpererweiterung von

F. Zeigen Sie, Q ist ein endlich-dimensionaler E-Vektorraum, der von den dxi

erzeugt wird.
Beweis. Die F-Algebra A := F[x1 yeees

Quotientenkorper E. Nach 4.2.5 Aufgabe 3 gibt es einen E-linearen Isomorphimus

= a 1
QE/F—>E®AQA/F,d(B) B b—2®(bda- adb). (1)
Die Abbildungsvorschrift ergibt sich dabei aus dem Beweis von Aufgabe 3. Nach 4.2.4

(mit K =0) wird Q als A-Modul von den dxi erzeugt. Also wird F&® AQ als F-

E/F

xm] ist nullteilerfrei und hat den

A/F A/F
Vektorraum von den 1®dxi e F® AQ AJF erzeugt. Auf Grund der Abbildungsvorschrift
des Isomorphimus (1) fura = X, und b = 1 wird QE P erzeugt von den dXi'

QED.

4.2.5 Aufgabe 5: Die semikubische Parabel 63
Sei A = K[T, UJ(T2-U3). Zeigen Sie, Q , ,_ist kein freier A-Modul.

A/k
Beweis. Wir bezeichnen mit t und u die Restklassen von T und U in A und setzen
f(T, U):= T2-U
m  :=(T, U)%A = (T2, TU, U%).A
Dann gilt

Am = k[T, UI(T2-U3, T2, TU, U?)
= k[T, UJ/( T2, TU, U?)
=k + ket + keu(mit 1, t und u linear unabhangig uber k)

Nach 4.2.4 (mit m = 2 und n = 1) gibt es einen Isomorphismus von A-Moduln

Q. S AZK. dte e

AR mod K, du » e, mod K (1)

1 2

mit
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of of
K = A-(ﬁ(t,u)-el+m(t,u)-e2)
= A-(2t-el- 3u-ez)

und f := T2-U3. Der A-Modul AR wird von dt und du erzeugt,

QA/R = Ae«dt + A-du.

Auf Grund des Isomorphismus (1) besteht die Relation

2tedt - 3tedu = 0.
Uber dem Quotientenkorper Q(A) von A sind deshalb dt und du Vielfache voneinander,
d.h. es gilt

lmQ(A) Q(A)®A QA/R <1.
Wire Q AR frei uber A, so ware der Rang von Q AR auch = 1,

k QP =1k QAI®,Q, p =dim, \ QAB, 2, L =T,

d.h Q AR wire als A-Modul isomorph zu A oder gleich 0,

QA/REAoderQA[R=O

Im ersten Fall ist

A/R/mQA/R A/R®AA/m A® A/m= A/m=k+ ket +Kkeu,

also

d1mk QA/R/m QA/R = d1mk k + ket + keu = 3.

In beiden Fallen wire
d1mk QA/R/ QA/R <3. 2)

Wir wenden den Funktor ® AA/m auf (1) an und erhalten einen Isomorphismus von
A/m-Moduln

g 2 L] L] - L]
QA/R/m QA/R — (A/m)“/(A/m)=( 2t € 3u 62)

Weil A/m eine k-Algebra ist, ist dies auch ein Isomorphismus von k-Vektorraumen. Es
gilt
dimk A/m =3 (siehe oben)

dim, (A/m)? = 6.
Weil das Bild des Ideals (u, ‘[)2 = (u2, ut, t2) von A in A/m gleich 0 ist, folgt

(A/m)-(2t-el— 3u-e2)
=ke (2t-el— 311'62),

=ke (2t-el— 311'62) + Kete (2t-el— 3u-62)+k-u- (2t-el— 311'62)

also
dimk (A/m)-(Zt-el— 3uee
Zusammen erhalten wir

dlkaA/R/mQA/R=6—1=S.

Wie wir oben gesehen haben, wiirde aber (2) gelten, wenn Q2 AR ein freier A-Modul

)=

ware. Also kann Q AR nicht frei sein Uiber A.



53

QED.

4.2.5 Aufgabe 6: Tensorprodukte 63
Seien R ein kommutativer Ring mit 1 und A, B zwei (kommutative) R-Algebren. Zeigen
Sie, es gibt Isomorphismen

=(Q B)@(A@ B

QA®RBfR AR®R /R

Beweis. Seien

dA:A—>QA/RunddB:B—>QB/R.

Dies sind R-lineare Abbildungen. Durch Anwenden der Funktoren ®RB bzw. A®

erhalten wir R-lineare Abbildungen

dA®1: A®RB —>QA/R®RB und 1®d A® B —>A®R QB/R

Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, d1e R- hneare Abbildung
d: A® B — (Q B) @ (A®LQp o), x b ((d, ®D)(x), (1®dp)(x)),

R

A/R R
besitzt die Universalititseigenschaft von €2

B/R
A®RB/R

Die Abbildung d ist eine R-Derivation.
Nach Konstruktion ist d eine R-lineare Abbildung. Es reicht zu zeigen, d ist eine

Derivation. Fur a, a” € A und b,b” € B gilt
d((a®b)+(a’®b’)) =d((aa’)®(bb’))
= (dA(aa’)®(bb’),O) + (0, (aa’)@dB(bb’))

= ((a’+d ya +a+d , @)®(b).0) + (0, (a2 ) (D +d ;b + bed;b")
= ('®b")+(d \a®b) + (a®b)+(d , ’®D"),0)
+0,@®b")+ (a®dyb) + (a®b)+(a’®d,b")
= (('®b")+(d ,a®b), ('®b")+ (a®d ;b))
+((a®b)(d \a’®D"), (a®b)+(a’®b")
= (@ ®b")+(d , ®1)(@®b), (1®dp;)(a®b))
+a®b)+(d , ®1)(@'®"), (1®dy,) (@ ®b")

= (a’®b’)*d(a®b) + (a®b)ed(a’®b’)
Da beide Seiten der Identitat additiv sind in den beiden Faktoren (a®b) und (a’®b’),
folgt

d(xey) = yed(x) + x+d(y) fur x, y € A®RB.

Mit anderen Worten d ist ein Derivation.
Die Abbildung d besitzt die Universalititseigenschaft.

Seien M ein Modul uber A®RB und

D: A®RB —M
eine R-Derivation. Auf Grund der natuirlichen R-Algebra-Homomorphismen
A— A®RB, ap a®l,und B— A®RB, b 1®Db,

ist M auch ein Modul uiber A und B. Durch Zusammensetzung von D mit diesen
erhalten wir R-Derivationen

A—M,ap D@®1),und B— M, b » D(1®D).
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Diese fakorisieren sich eindeutig itber d , bzw. dB. Es gibt eindeutig bestimmte A-

A
lineare bzw. B-lineare Abbildungen

D’: Q —> M bzw. D”: Q

A/R —M

B/R
mit
D(@®1)=D’(d A(a)) fur jedes a € A und
D(1®b) = D”(dB(b)) fur jedes b € B.
Weil M ein Modul ist uber A und uiber B induzieren D’ und D Abbildungen

D’: QA/R®RB — M, (a®b) » beD’(a) = (1®b)*D’(a) und

D7 A®p Qp p —> M, (a®b) 1> a+D”(b) = (a®1)-D"(b)

welch A®RB-linear sind. Es folgt
D@®b) =D((a®1)+(1®Db))
= (1®b)*D(a®1) + (a®1)*D(1®b) (D ist eine Derivation)
= (1®b)e D’(dA(a)) + (a®1). D”(dB(b))
=D« A@®b) + D a® dy (b))

Sei D die A®(B-lineare Abbildung

D: (QA/R®RB) ©) (A®R QB/R) — M, (0®b, a®n) » D’(0®b) + D”’(a®n).
Dann gilt
D@®b) =D, (@®b, a® dy(b) (Definition von D)
= ﬁ((dA® 1)(a®b), (1®dB)(a®b))
= D(d(a®b)) (Definition von d)
= (Ded)(a®b)
Da auf beiden Seiten additive Funktionen stehen, folgt
D = Ded. (1)
Wir haben noch zu zeigen, da} die A®RB—lineare Abbildung
D: (QA/R®RB) @ (A®R QB/R) —M

durch die Bedingung (1) eindeutig bestimmt ist. Dazu reicht es zu zeigen, im Bild der

Abbildung
d: A®RB — (QA/R®RB) @ (A@R Q

liegt ein Erzeugendensystem des A®RB—M0duls

B/R)

(Q) R®RB) ® (A, Qp ). )

Nach Bemerkung 4.2.1(iii) enthalt Im(d A) ein Erzeugendensystem des A-Moduls €2 AR

, d.h. Im(d A®1) enthilt ein Erzeugendensystem des ersten direkten Summand von (2)
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(einem A®RB—M0dul). Analog ergibt sich, daf Im(1®dB) ein Erzeugendensystem des
des zweiten direkten Summanden von (2) enthilt (einme A®RB-M0dul). Wegen
d(a®1) = (dA®1)(a®1), (1®dB)(a®1))
= (dA(a)®1, a®dB(1))
= (dA(a)® 1,0)
gilt
Im(d) 2O Im (dA®1) @ 0.

Damit enthalt Im(d) ein Erzeugendensystem des ersten direkten Summanden von (2).
Wegen
d(1®b) = (dA®1)(1 ®Db), (1 ®dB)(l ®Db))

= (dA(1)®b, 1®dB(b))
=0, 1®d; (b))
gilt
Im(d) 20 @ Im(l®dB).
Damit enthélt Im(d) auch ein Erzeugendensystem des zweiten direkten Summanden von
(2), also insgesamt eines von (2). Die A®RB—lineare Abbildung D ist somit durch (1)

eindeutig festgelegt.
QED.

4.2.6 Die erste fundamentale exakte Sequenz 62

u v
Fur beliebige Homomorphismen A — B — C kommutativer Ringe mit 1 besteht eine
exakte Sequenz von C-Moduln und C-linearen Abbildungen

o B
Qpa®pC— Q¢ — 80

dB/A(b)®c (g c-dC/A(V(b)), dC/A(c) P dC/B(c)

(vgl. auch Matsumura [1], (26.H)).'® Dabei sind die folgenden beiden Bedingungen
aquivalent.

(a) Es gibt eine C-lineare Abbildung, welche linksinvers ist zu a.
(b) o istinjektiv und Im(a) ist ein direkter Summand von Q

C/A
(c) Die Abbildung Der A(C, M) — Der A (B, M), D » De¢, ist surjektiv fur jeden
B-Modul M.
Beweis.
Wir konnen den zweiten Homomorphismus
¢:B—C

als Homomorphismus von A-Algebren ansehen. Nach Bemerkung 4.1.1.A (iv) ist dann
die folgende Sequenz exakt.

1% ITm Original wir nur der Spezielfall von Korpererweiterungen F <& E’ & E behandelt, d.h. der Fall
A=F,B=E,C=E.
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i ¢
0 —> Der, (C. M) —s Der , (C. M) 2% Der \ (B.M)

DD , D D
Dabei ist i die natiirliche Einbettung (die von Tatsache kommt, daf} jeder B-Derivation
auch eine A-Derivation ist) und ¢0 ist die Zusammensetzung vom ¢. Diese Sequenz ist
funktoriell bezuglich M in dem Sinne, daf fur jeden Homomorphismus von B-Moduln
f: M — M’ das Diagramm mit exakten Zeilen

i ¢
0— DerB(C,M) — Der A(C,M) —O> Der A(B,M)

l l l

i ¢
0— DerB(C,M’) — DerA(C,M’) —O> DerA(B,M’)

D |_> D ) D ’ D l_) Doq)’ D
N2 N2 N2
foD ,D’ » D’ feD,D’ 1 D’e¢,foD
kommutativ ist. Dabei ist auch 1” die naturlichen Einbettung und die vertikalen Pfeile
bezeichnen jeweils die Zusammensetzung mit f. Mit Hilfe der funktoriellen
Isomorphismen von 4.2.4 erhalten wir eine exakte Sequenz von C-Moduln.
i do

welche funktoriell bezuglich M ist. Weil M ein C-Modul ist, konnen wir den Hom-
Modul rechts auch als Modul von C-lineaen Abbildungen schreiben,

0 — Hom C(Q

i ol
C(QC/B’ M) — HomC (QC/A’ M) — HomC(C®BQB/A, M). (1)

Weil diese Sequenz exakt ist fur jeden C-Modul, ergibt sich die Exaktheit der folgenden
Sequenz

0 — Hom

(03

CORRE ) — ©

Diese ergibt sich wie folgt.
Exaktheit an der Stelle €2

B
ca— Lo — 0

C/B’
Wir betrachten (1) mit M := Koker(3).Das Bild der naturlichen Surjektion

v: Q2 c/B Koker(f) 2)
bei i ist Null (wegen i(y) = y°f nach Definition von Koker(f3)). Das Bild der Null-
Abbildung ist es aber auch. Wegen der Injektivitit von i folgt y = 0, d.h. f ist surjektiv.
Es gilt oo = 0, d.h. Im(a) & Ker(p).

Wir betrachten (1) mit M =Q_, . Das Bild der identischen Abbildung

C/B

Id: Q —Q

C/B C/B

bei ¢O°i ist Null. Dieses Bild ist aber

o idd)) = ¢gId°p)
= IdeBeo
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= Bea.
Exaktheit an der Stelle Q2 C/A”
Wir betrachten (1) mit M = Q c/ A/Im(oc). Das Bild der naturlichen Abbildung
p: QC/A — QC/A/Im(oc) =M,
bei ¢0 ist gleich
9y(P) = pect = 0.
Weil (1) exakt ist, liegt p im Bild von i, d.h. es gibt eine C-lineare Abbildung
p: QC/B_> M= QC/A/Im(a)
mit
p=i(p)=pep.
Insbesondere gilt
p(Ker(p)) =0,
also
Ker(f) C Im(a).

Weil auch die umgekehrte Inklusion besteht (siehe oben), folgt
Ker(f) = Im(a).
(a) = (b). Nach Voraussetzung gibt es eine C-lineare Abbildung

Y: QC/A — QB/A®BC mit yea = Id.

Dann ist o trivialerweise injektiv. Wir haben noch zu zeigen, dall Im(a) ein direkter

Summand von €2 C/A ist. Dazu betrachten wir die Abbildung

¢:Im(a) @ Ker(y) — QC/A’ (X,y) B X+y. 3)

Weil Im(ar) und Ker(f3) sind C-Teilmoduln von C/A
Abbildungen sind). Es reicht zu zeigen, diese Abbildung ist bijektiv.

(weil a und P beides C-lineare

Seize Q C/A vorgegeben. Wegen fea = 0 gilt B(au(y(z))) =0, also

a(y(z)) € Ker(B) = Im(av),
und
V(z-a(y(2))) =y(2) - y(o(Y(2)))
\(()(z) -y(z) (wegen yeo = 1d)

also
z-a(y(2)) € Ker(y).
Damit ist (au(y(z)), z-o(y(z))) ein wohldefiniertes Element von Im(a) @ Ker(y) dessen
Bild bei ¢ gleich z ist. Wir haben gezeigt, ¢ ist surjektiv.
Sei jetzt (x,y) aus dem Kern von ¢. Dann gilt x = -y € Im(a) () Ker(y), d.h. es gibt

einz € QB/A®BC mit

x = a(z) und es gilt y(x) = 0.
Wegen yea = Id folgt
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0=v(x) =v((2)) = z,
alsox =o(z) =o(0) =0und y = -x =-0 =0, also (x,y) = (0,0). Wir haben gezeigt, der
Kern von ¢ ist trivial. Also ist ¢ ein [somorphismus.

(b) = (c). Nach Voraussetzung ist die erste fundamentale exakte Sequeze eine kurze
exakte Sequenz von C-Moduln,

o p
O—>C®BQB/A—>QC/A—>QC/B—>O,

welche zerfallt. Weil der Hom-Funktor mit endlichen direkten Summen kommutiert
erhalt wir durch Anwenden von HomC( ?, M) fur jeden C-Modul M eine kurze exakte

Sequenz, d.h. (1) ist sogar kurz exakt. Wir gesehen haben ist (1) fur jedenC-Modul
gerade die Sequenz

i ¢
0 —s Deryy(C, M) —s Der, (C, M) 2% Der o (B, M)
Weil es sogar eine kurze exakte Sequenz ist, ist ¢0 surjektiv, d.h. es gilt (c).

(c) = (a). Die Surjektivitatsaussage von (c) bedeutet geraden, da3 die Sequenz (1)
sogar kurz exakt ist (fur jeden C-Modul M). Insbesondere fur

M := C®BQB/A

bedeutet dies, dal} die identische Abbildung von C®

von (1) liegt, d.h. es gibt eine C-lineare Abbildung

r:QC/A—>C®BQB/A

BQB /A M Bild der Abbildung q)o

mit
Id = ¢0(r) =rodq.

Mit anderen Worten, 1 ist eine C-lineare und zu o linksinverse Abbildung.Es gilt also

().

QED.

4.2.7 Separabel algebraische Korpererweiterungen 63
4.2.7 A Definition 63

Eine algebraische Korpererweiterung E/F heil3t separabel algebraisch, wenn es fur jedes

Element x € E ein Polynom f € F[T] (in einer Unbestimmten T) gibt mit
f(x) =0,
welche keine mehrfachen Nullstellen besitzt (in einer algebraische AbschlieBung von F).
Bemerkungen
(1) Istf € F[T] irreduzibel, so besitzt f genau dann keine mehrfachen Nullstellen,

wenn die Ableitung f* von f ein von O verschiedenes Polynom ist.
(i) Besitzt F die Charakteristik 0, so ist jede algebraische Korpererweiterung E/F
separabel algebraisch.

4.2.7 B Lemma: Separabilitit und Differentiale 63

Seien E/F und E’/F Korpererweiterungen mit E’CE und E/E’separabel algebraisch.
Dann ist die E-lineare Abbildung

E®E’QE’/F_>QE/F (1)

von 4.2.6 injektiv.
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Beweis. Sei K der Kern der Abbildung (1). Es reicht zu zeigen,
K =0.
Aus der Exaktheit der Sequenz

0—K—EQQp, E/F
erhalten wir durch Anwenden des linksexakten Funktors HomE( 7, E) die exakte

— Q

Sequenz
HomE(QE/F , B'/E’ E) — HomE(K, E) — 0.

Wire K von Null verschieden, so wire es auch die Hom-Menge rechts (weil sie eine
Abbildung enthalt, die eine Basis des E-Vektorraums K in vorgegebene Elemente von E
abbildet). Es reicht also zu zeigen, diese Hom-Menge ist gleich 0, d.h.

Homg(Qp - EE )

ist surjektiv. Auf Grund der Universalitatseigenschaften der Differentialmoduln, ist dies
aquivalent zur Surjektivitiat der Abbildung

DerF(E, E) — DerF(E’, E).
Es reicht zu zeigen, jede F-Derivation
D:E'—E

E) — HomE,(Q

E) — HomE,(Q

4Bt sich zu einer F-Derivation
D:E—E.
Wir werden sogar zeigen, die Fortsetzung D ist eindeutig bestimmt. Es reicht deshalb,

die Existenz und Eindeutigkeit von D fir endliche Korpererweiterungen E/E’ zu
beweisen, denn im allgemeinen Fall ist jedes Element der algebraischen Erweiterung
E/E’ bereits in einer endlichen Teilerweiterung enthalten und die Fortsetzungen von D
auf die endlichen Teilerweiterungen stimmen wegen der Eindeutigkeit der Fortsetzungen
auf den gemeinsamen Teilen ihrer Definitionsbereiche tiberein, so daf} sie gemeinsam
ein Fortsetzung auf E definieren. Sei also

E=E (ocl,...,ocr)

eine endliche Korper-Erweiterung von E’. Zum Beweis der Existenz genau einer
Fortsetzung von D auf E konnen wir annehmen, daf die Erweiterung einfach ist, sagen
wir
E=E’(0) =E’[T](f)
mit einem separablen irreduziblen Polynom
n+l .
_ o1l ,
f= E()fi T € E’[T].
Die Ableitung f” von f ist ungleich Null, weil die Erweiterung E/E’ separabel
algebraisch ist, und hat mit dem irreduziblen Polynom f keinen gemeinsamen Teiler. Es
gibt also Polynome a, b € E’[T] mit
asf+bef’ =1.
Wir setzen fur die Unbestimmte das Element o ein und erhalten
b(a)+f’(a) = 1.
Eindeutigkeit der Fortsetzung von D zu einer F-Derivation auf E.

Sei D: E —s E eine solche Fortsetzung. Fur

X = CO +...+ci0t1+ I cnan € E mit ci ek

gilt dann
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n
D= 3 D(e)ea + ie coalleD(@),
1=0

d.h. Dist eindeutig festgelegt durch D und den Wert D(a). Wegen f(a) = 0 gilt auch

L+l . n+l

0=D( Ef-oz)— ED(f) o +f’(a) D (o),
i=0 i=0
also
n+1
D(f.)*0,

P 120 ()

d.h. D ist durch D und das Minimalpolynom f eindeutig festgelegt.
Existenz der Fortsetzung von D zu einer F-Derivation auf E.

D (o) =

Wir setzen
n+1
Ei=- -y D(f year! icg
() =0
und fur g(T) = E g Tep [T] seien
i=0
m
D’(g):= 3 D(g) T EE'[T]
1=0

und
~ , ag
D(g(a)) :=D (g)(Ot) + 57 ()-E.
Man beachte, D’ und s1nd F-Derivationen E[T] — E[T].

Wir haben zu zeigen D ist eine wohldefinierte F-Derivation.

Die Definition von D ist korrekt.

Fur je zwei Polynome g, h € E’[T] mit g(a) = h(a) gibt es ein Polynom u€E’[T] mit

h(T) = g(T) + u(T)f(T).
Damit gilt

D’ (h)(@) + T () +E= D (gruef(e) + ZLERD ().
a(u f)

=D’(g)() + a—T(oc)-E +D’(usf)(o) +

= D'(2)(e) + 35 (a)-E
+ D’(u)(a)f(a0) + u(a)D’(f)(an) (D’ ist eine Derivation)

()+g

+ 3_% (0)+f(0)-€ + u(ar)e g% ()+g 8(21" ist eine Derivation)
Wegen f(a) = 0 und D’(f)(ar) = -f*(a1)+E folgt
D’(h)(o)) + g—l{,(a) £ =D’(g)(a) + g—%(a).g
0 -u(a)e f'(an)-E
0+ u(oc)-g{, ()&
= D'(@)(@) + F (o)
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Wir haben gezeigt, der Wert von D an der Stelle g(a) = h(a) ist derselbe fur g und h.
Mit anderen Worten, D ist korrekt definiert.

D ist eine F-Derivation.

Mit D’ und aa_T ist auch D eine F-lineare Abbildung. Es reicht zu zeigen, D ist eine

Derivation. Fur Polynome g, h € E’[T] gilt
B(g(a)h(a)= D*(gehycr) + ZED (@)

oT
= (heD’(g) + geD’(h))(ov) (D’ ist eine Derivation)
+(h-g—% + g-g—,kllﬂ)((x)-ﬁ (aa_T ist eine Derivation)

= h()(D()(@) + 3(0)+E)
+ g(c)(D’(h)(@) + @)

= h(at)sDg(ar) + g(cw)»Dh(a).

Wir haben gezeigt, D ist eine Derivation.

QED.
4.2.8 Lemma: Kriterium fur einfache Erweiterungen 63
Sei E/F eine einfache Korpererweiterung,
E = F(x).
Dann gelten die folgenden Aussagen.
6)) dlmE QE ES 1.
(i1) Q_ =0« E/F ist separabel algebraisch.

E/F
Beweis. Wir unterscheiden zwei Falle.
1. Fall: x ist algebraisch unabhangig uiber k.
Nach 4.2.5 Aufgabe 1 gilt

QF[x] S F[x]edx
mit dx linear unabhéngig uber F[x]. Nach 4.2.5 Aufgabe 3 folgt
Cp/p = E®p Crpxyp = EOppy FIXIdx
also
QE B Eedx
mit dx linear unabhangig uiber E. Insbesondere gilt
d1mE QE B 1,

d.h. es gilt Aussage (i).
Wegen Q # 0 und E/F nicht algebraisch gilt auch Aussage (ii).

E/F
2. Fall. x ist algebraisch uiber k.
Es gilt
E = F[T]/(f)
mit einer Unbestimmten T und einem irrduziblen Polynom
f € F[TI.

Bezeichne f” € F[T] die Ableitung des Polynoms f. Dann gilt nach 4.2.5 Aufgabe 2
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Qe = BEFX).

Insbesondere gilt Aussage (i). AuBerdem gilt nach 4.2.5 Aufgabe 2,
QE e f ist separabel < E/F ist separabel algebraisch.

Mit anderen Worten, es gilt Aussage 2.

QED.

4.2.9 Separabel erzeugte Erweiterungen 63

4.2.9 A Definitionen 63

Sei E/F eine Korpererweiterung. Wir bezeichnen mit
trdegF E

den Transzendenzgrad von E uiber F, d.h. die Maximalzahl algebraisch unabhangiger
Elemente von E tiber F (oder unendlich, falls es unendliche viele solche Elemente gibt).
Die Erweiterung E/F heif3t rein transzendent, wenn es eine Erzeugendensystem von E
uber F gibt, welches aus (iiber F) algebraisch unabhiangigen Elementen bestteht. Die
Korpererweiterung heif3t separabel erzeugt, wenn es eine rein transzendente

Teilerweiterung E’/F gibt mit E* C E und E/E’ separabel algebraisch.

Bemerkungen

i) IstE= F(Xl,...,
Teilmenge von {xl,...,xm} aus (uber F) algebraisch unabhdngigen Elementen

(vgl. Bourbaki [3], Kapitel V, §5, Abschnitt 3, Satz 3).
(i)  Ist die Charakteristik vom F ungleich 0, so ist jede Korpererweiterung von F
separabel erzeugt.

Xm), so 1st trdegFE die Anzahl der Elemente einer maximalen

4.2.9B Satz: Separabel erzeugte Erweiterungen 63
Sei E/F eine endlich erzeugte Korpererweiterung. Dann gelten die folgenden Aussagen.
6] d1mE QE pZ trdegF E.
(i1) In (i) gilt genau dann das Gleichheitszeichen, wenn E/F separabel erzeugt ist.
Beweis. Sei

E = F(xl,....,xm)

Nach 4.2.5 Aufgabe 4 ist QE E ein endlich-dimensionaler E-Vektorraum. Wir

bezeichnen desssen Dimensiom mit
d:= d1mE QE e
und fuhren den Beweis durch Induktion nach d.

Induktionsanfang: d = 0 (d.h. QE Fo 0).
Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach m.

Im Fall m =1 ist E/F eine einfache Korpererweiterung mit ., _ = 0. Nach 4.2.8 (i1) ist

E/F
E/F separabel algebraisch, also insbesondere
trdegF E=0.

Insbesondere ist
dlmE QE B 0= trdegF E,
d.h. es gilt Aussage (i).
Als endlich erzeugte separabel algebraische Erweiterung ist E/F auch separabel erzeugt,
d.h. es gilt Aussage (ii).
Im Fall m > 1 setzen wir
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E = F(Xl)'
Wegen der ersten fundamentalen exakten Sequenz 4.2.6 fur F & E” G E,
p pPpE — Qg
gilt mit QE B 0 auch QE B 0. Wegen
E = E’(Xz,...,.xm)

konnen wir nach Induktionsvoraussetzung annehmen, daf3 die Behauptung fur E/E’ gilt.
Nach (i) ist dann

ég —)07

E/E’

0= d1mE QE B’ = trdegF E,

d.h. E/E’ ist eine algebraische Korpererweiterung und nach (ii) ist E/E’ separabel
erzeugt, also
E/E’ separabel algebraisch. (1)

Nach 4.2.7 B ist die E-lineare Abbildung

E®FQE, F Q

=0, also

gF =0

injektiv, also E®FQE, =
Qpp=0-

Nach 4.2.8 istE’ = F(Xl) separabel algebraische uiber F. Zusammen mit (1) sehen wir,

daf} E/F separabel algebraisch ist. Insbesondere ist

dimE QE B d =0 = trdeg E/F,
d.h. es gilt Aussage (i). Und weil E/F separabel algebraische (also auch separabel
erzeugt ist), gilt auch Aussage (ii).
Induktionsschritt: d > 0.

Nach Bemerkung 4.2.1 (iii) wird Q

E/F uber E von den Elementen der Gestalt dx mit x

€ E erzeugt. Es gibt also ein x € E mit

dE/FX = 0.

Wir betrachten die erste fundamentale exakte Sequenz

o
Q X ,E— Q

E'/F°E’ F— “pp — %
mit E’ := F(x). Wegen oc(dE,/FX®1) = dE/FX #= 0 gilt dE’/FX # 0, also
QE’/F # 0.
Nach 4.2.8 (1) ist dimE, QE’/F =1, also
dimE QE’/F®E’E =1.

Weil das Bild der E-linearen Abbildung o ungleich Null ist, muf3 o injektiv sein. Es
folgt

d= d1mE QE/F = dlmE QE/E’ +

Nach Induktionsvoraussetzung (bezuiglich d) gilt

1.

dlmE QE B’ = trdegE, E,

also

dlmE QEﬂ: = dlmE QE/E’ +1 = trdegE, E+1= trdegE, E + trdegF E = trdegF E. (2)
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(fur letzte Gleichheitszeichen siehe zum Beispiel Bourbaki [3], Kapitel V, §5,
Abschnitt 3, Satz 4). Damit ist Aussage (i) bewiesen.

Wenn in der Abschiatzung von Aussage (i) das Gleichheitszeichen gilt, so muf} in (2)
uiberall das Gleichheitszeichen gelten. Insbesondere ist

trdegF E =1,
d.h. E’/F = F(x)/F ist eine rein transzendente Erweiterung. Auflerdem erhalten wir aus
(2) auch

d1mE QE B trdegE, E

Nach Induktionsvoraussetzung ist E/E’ separabel erzeugt. Wegen E’/F rein
transzendent, ist dann aber auch E/F separabel erzeugt.

Wir haben noch zu zeigen, daB} fur separabel erzeugte Erweiterungen
E=F(x,,...x_ )vonF
1 m
gilt

d1mE QE E trdegF E

Nach Voraussetzung gibt es eine (endlich erzeugte) rein transzendente Erweiterung E’/F
mit E> C E und E/E’ (endlich erzeugt und) separabel algebraisch.
Nach 4.2.5 Aufgaben 1 und 2 gilt

d1m Q B/R= trdegF E’. 3)

Wir betrachten die erste fundamentale exakte Sequenz

Qp ¥t — Qpp E/E’

Weil E/E’ separabel algebraisch ist, ist dies sogar eine kurze exakte Sequenz (nach
4.2.7 B) und ach 4.2.8 (ii) ist Q = 0. Es gilt also

— Q — 0.

E/E’
QE/F E’/F®E’E
d.h.
dlmE QE F = dlm QE’ /E

= trdegF E (nach (3))

= trdegF E (denn E/E’ ist separabel algebraisch)
d.h. in Aussage (i) gilt das Gleichheitszeichen.
QED.
4.2.10 Separable Korper-Erweiterungen 64
4.2.10 A Definitionen 64

Eine Korper-Erweiterung E/F heilit separabel, wenn entweder die Charakteristik der
beiden Korper gleich 0 ist oder wenn fur je endlich viele Elemente
X ,..Xx €E,
1 S
welche linear unabhangig uiber F sind, auch deren p-te Potenzen

P P
Xl, e s Xs

linear unabhéangig uiber F sind, wobei p die Charakteristik der beiden Korper bezeichne.
Ein Korper F der Charakteristik p heift perfekt, wenn entweder p = 0 ist oder wenn
jedes Element von F eine p-te Potenz (eines Elements von F) ist.

Bemerkungen

(1) Ist F ein perfekter Korper, so ist jede Korper-Erweiterung E/F separabel.

(i1) Jeder algebraisch abgeschlossene Korper ist perfekt.
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(iii)  Seien E ein Korper der Charakteristik p # 0 und E die algebraische
AbschlieBung von E. Dann hat fur jedes x€E die Gleichung

Tp—x:O

genau eine Losung in E, welche wir mit

R/; oder auch mit Xl/ p
bezeichnen. Die Menge

EL/P .- {xl/p EE|x €E}
ist ein Teilkorper von E mit
ECE/PCE,
welcher zu E isomorph ist.

(iv) Sei E/F eine Korper-Erweiterung von Korpern der Charakteristik p # 0. Dann
sind folgende Aussagen aquivalent.
(a) E/Fist separabel.

(b) Die Algebra E®FF 1p ist reduziert (d.h. sie besitzt keine nilpotenten
Elemente)
(¢)  Der naturliche F-Algebra-Homomorphismus
E®FF1/p — E-FI/P (CE), x®y b xvy,

mit Werten im Kompositum von E und FL/P st injektiv.
Beweis. Zu (i). Sei p die Charakteristik von F und sei E/F eine Korpererweiterung.
Wir konnen annehmen, p ist ein Primzahl. Weil F perfekt ist, ist die Abbildung

F—SFxp xP ,
ein Isomorphismus von Korpern. Auflerdem ist
f:E— E,x b xP,
ein injektiver Homomorphismus von Korpern. Seien

Xl""’Xs € E,
uber F linear unabhédngige Elemente. Angenommen es gilt
¢, P+ ... +c xP =0 mitc. EF.
11 s 8 1

Weil F perfekt ist, gibt des Elemente di € F mit ¢, = d%) furi=1,...,s. Dann gilt

_ 4P, P P _ p
0= d1X1+ +dSXs = (d1X1+ +dsxs) ,

also

d1x1+ +dsXs = 0.

Weil die X, linear unabhéngig sind, folgt di =0 furi=1,...,s. Wir haben gezeigt, die xP

i
sind linear unabhingig tiber F. Damit ist E/F separabel.
Zu (ii). Die Aussage ist trivial.

Zu (iii). Weil E algebraisch abgeschlossen ist, besitzt die Gleichung TP - x = 0 eine
Losung. Seien o, f € E Losungen von TP - x = 0. Dann gilt
(a-b)P =P -pP =x-x =0,
also o = 3. Es gibt also genau eine Losung. Wegen (xp)l/ P = x fur jedes x EE gilt
ECEVP (CE).
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Nach Definition ist das Produkt von zwei Elmenten aus E!/P ein Element aus E1/P.
Weil die Charakteristik von E gleich p (# 0) ist, gilt die analoge Aussage auch fiir die
Summe und die Differenz zweier Elemente aus El/ P Auch der Quotient von zwei von
Null verschiedenen Elementen aus E1/P liegt in EYP. Damit ist

EVP ein Teilkorper von E.
Betrachten wir die Abbildung

El/p — E xp xP.
Weil die Charakteristik von E gleich p (# 0) ist, ist diese Abbildung ein
Homomorphismus von Ringen mit 1. Nach Definition von EV/P ist die Abbildung

surjektiv. Aus xP = yP folgt 0 = xP - yP = (x-y) P, also x = y. Die Abbildung ist auch
injektiv, also ein [somorphismus.

Zu (iv). (a) = (c). Wir fixieren eine F-Vektorraum-Basis von E, sagen wir

E= 3% F-xi mit einer Uber F linear unabhangigen Familie{xi}
i€l
Weil E/F nach Voraussetzung (a) separabel ist, sind dann auch die p-ten Potenzen der X,

el

linear unabhéangig uiber F,

{x? }i oI ist eine Uiber F linear unabhangige Familie. (D)

Jedes Element € € E®FF 1P 146t sich in der Gestalt

— . 1/p
E= Y Xi®ci mit ¢ eF

i€l
schreiben. Sei § aus dem Kern der Abbildung von (c). Wir haben zu zeigen
E=0.

Nach Vorausetzung gilt
D X, = 0.
i€l

Dann gilt aber auch

= p
0 > CiXi)
i€l

11

=3 PP (denn E®FF 1P hat die Charakteristik p)
i€l

1/p 1. P 0 P ope . .
Wegen ciEF P gilt ¢; €F, und wegen (1) gilt ¢ =0 fur jedes i, also ci—Ofur

Jjededs 1, also
E=3 Xi®ci =3 Xi®0 = 0.
i€l i€l
(c) = (b). Nach Voraussetzung (c) konnen wir E®FF 1/p mit einer Teilalgebra der

algebraischen AbschlieBung E von E identifizieren. Mit E ist also auch
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E@F P
nullteilerfrei und insbesondere reduziert..
(b) = (a). Angenommen, E/F ist nicht separabel. Dann gibt es Elemente
Xl""’Xm € E,

welche linear unabhingig uiber F sind und deren p-te Potenzen linear abhangig sind,
sagen wir
p P _o g
C1X1+"'+mem =0 fur ci € F und (Xl""’xm) # (0,...,0).
Dann sind
x,®1,..x_®1 EE® _F!/P
1 m F

linear unabhéngig uiber FI/P Insbesondere gilt
X, ®d +,..x ®d #£0
171 m m

fur di = cil/p e Fl/p. AuBerdem ist

m
P - p 1P hat di isti
(X1 ®d1+,...,xm®dm) E (Xi®di) (denn E®FF hat die Charakteristik p)

=1
m
P 4P

1=

S P
=3 X ®ci (nach Definition der di)

i=1
= %l xPe.®1 (denn c. €EF)

. 17 i

1=1
=0®1 (nach Wahl der X, und Ci)
=0.

Damit besitzt E®FF P ein nilpotentes Element - im Widerspruch zur Annahme (b).

Also ist E/F eine separable Korper-Erweiterung.
QED.

4.2.10 B Proposition: Separabilitits-Kriterium 64

Sei E/F eine endlich erzeugte Korpererweiterung. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent.
@) E/F ist separabel.

(i) Fur jede Korper-Erweiterung F’/F ist E®FF’ reduziert.

(1)  E/F ist separabel erzeugt.
Beweis. Sei
E = F(xl,...,xm).

Zum Beweis konnen wir annehmen, die Charakteristik

der beiden Korper ist eine Primzahl.
(1) = (iii). Wir konnen annehmen, die Erzeuger
X s X sind algebraisch unabhangig tiber F und t = trdegF E.

Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach m.
Induktionsanfang: m = 1.
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Falls Xl transzendent uiber F ist, ist E/F rein transzendent, also insbesondere separabel

erzeugt. Wir konnen also annehmen, x . ist algebraisch uiber F, sagen wir

1
E = F[TV/().

Wir haben zu zeigen, das Minimalpolynom f € F[T] von X uber F ist separabel.

Angenommen, f ist inseparabel. Dann gibt es eine Potenz von p, sagen wir p© mit

e
f(T) = g(TP")
und einem separablen irreduziblen Polynom g € F[T]. Sei
s:=deg g.
Wegen f(xl) =0 sind dann

(] (] (]
P x2°p (s-D)e+p
l,xl,x1 ,...,x1

linear abhéngig uber F, wahrend es

1, S xsl_l

es nicht sind (wegen deg f = sep® > s). Das steht aber im Widerspruch zur Separabilitat
von E/F. Also muf} f separabel sein, d.h. E/F ist separabel algebraisch, also separabel
erzeugt.

Induktionsschritt: m > 1

1. Fall t = m.

Dann ist E/F rein transzendent, also trivialerweise separabel erzeugt.

2. Fall: t < m-1.

Mit E/F ist auch F(xl,...,xm 1)/F separabel. Nach Induktionsvoraussetzung ist

F(x1 ,...,xm
Weil X s Xy algebraisch unabhangig uiber F sind und wegen t < m-1 in { x
""’Xm—l} liegen, gilt

t= trdegF F(Xl’""xm—l) < trdegF E=t,

_1) separabel erzeugt uiber F. (D)

1

also trdegF F(Xl’""xm—l) =t. Wegen (1) gibt es (uber F) algebraisch unabhéngige

Elemente
Y e Yy S F(xl,...,x _1)
mit ‘
F(Xl""’xm-l) / F(yl,..., yt) separabel algebraisch. 2)
Ebenfalls nach Induktionsvoraussetzung ist
F(y1 e Yo xm) separabel erzeugt uber F 3)

(wegen t+1 < m). Weiter ist
t= trdegF F(yl,..., yt, xm) < trdegF E=t,

also
trdegF F(yl,..., yt, xm) =t.
Wegen (3) gibt es (uber F) algebraisch unabhéngige Elemente
Zl""’ zt e F(yl,..., yt, xm)
mit '
F(yl,..., yt, Xm) / F(Zl""’ Zt) separabel algebraisch.
Wegen (2) ist auch
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F(Xl""’xm—l’ xm) / F(yl,..., yt, xm) separabel algebraisch,

also auch
F(Xl,...,xm) / F(Zl’"" Zt) separabel algebraisch.

AlsoistE = F(Xl,...,xm) separabel erzeugt uber F, d.h. es gilt (i1).

3. Fall: t = m-1.

Dann sind XX g

E = F(xl,...,xm) ist algebraisch uber F(xl,...,x

algebraisch unabhangig uber und

"l
also
E= F(Xl""’xm—l)[T]/(f)
mit einem irrduziblen Polynom f. Auf Grund des Induktionsanfangs ist
E/F(Xl’""xm-l)

separabel erzeugt. Weil die x algebraisch unabhéngig uiber F sind, ist dann

X
I7"m-1
aber auch E/F separabel erzeugt uiber F.
(iii) = (ii). 1. Schritt: Reduktion auf den Fall E/F algebraisch.
Wie bisher konnen wir annehmen,

X weeo X sind algebraisch unabhangig tiber F und t = trdegF E,

und schreiben abkurzend x’ fur Xl, L, X ¢ Nach Voraussetzung ist
E algebraisch separabel uiber F(x’).
Die F-Algebra

F(x’)®FF’ ist ein Quotientenring von F[x’]®FF’ =F'[x’]

und damit ein Integritatsbereich mit dem Quotientenkorper F’(x’),

F(x’)®FF’ S Q(F(x’)@FF’) =F(x). 4)
Wir erhalten die Inklusionen
F(x’)®FF’ S K®FF’ (wegen F(x’) & K)
= K®F(x’) F(x’)@FF’ (wegen F(x’) & K)
S K®F(x’) F’(x%) (wegen (4))

Insbesondere ist K®FF’ ein Teilring von K&® F’(x’). Es reicht also zu zeigen,

F(x")
K®F x') F’(x’) ist reduziert.

Nach Wahl von x’ ist K eine (endlich erzeugte) separabel algebraische Korper-
Erweiterung von F(x’), d.h. Bedingung (iii) ist erfullt mit F(x’) anstelle von F. Der
Beweis der Implikation (iii) = (ii) ist damit auf den Spezialfall, dal K/F algebraisch ist,

zuruckgefuhrt.
2. Schritt: Der Fall E/F algebraisch.
Nach Voraussetzung ist E/F separabel algebraisch. Nach dem Satz vom primitiven
Element gilt

E = F[TI/(f)
mit einem irrduziblen Polynom f € F[T] (in einer Unbestimmten T), welches in keiner
Korper-Erweiterung von F mehrfache Nullstellen besitzt. Sei

f= f1-...-fr mit fi € F’[T]
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die Zerlegung von f in irrduzible Faktoren fi uber F’. Weil f keine mehrfache Nullstellen
besitzt, sind die fi paarweise teilerfremd. Nach dem Chinesischen Restesatz gilt
E®FF’ = F’[TI/( flo...-fr) = F’[T]/(fl) X .. X F’[T]/(fr)
wobei im direkten Produkt rechts die Multiplikation koordinatenweise erfolgt. Damit ist
E®FF’
ein direkten Produkt von Korpern und insbesondere reduziert.
(i) = (i). Trivial: (i) ist der Spezialfall F* = F1’P von (ii).
QED.

4.2.11 Folgerung: der Fall F perfekt 65

Seien E/E’ und E’/F endlich erzeugte Korper-Erweiterungen mit F ein perfekter Korper.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
(1) E ist separabel erzeugt uiber E’.
(i1) Der linke Homomorphismus
o QE’/F®E’E — QE/F
der ersten fundamentalen exakten Sequenz 4.2.6 ist injektiv.
(iii)  Die Einschrankung auf E’ definiert eine Surjektion

DerF(E, E) — DerF(E , E).

Beweis. (i) & (ii). Weil F ein perfekter Korper ist, sind
E/Fund E’/F

separabel erzeugte Erweiterungen (nach Definition 4.2.9.A, Bemerkung 4.2.10.A (1)
und 4.2.10.B). Nach 4.2.9.B gilt

d1mE QE B trdegF E und dlmE, QE, = trdegF E’.
Aus der ersten fundamentalen exakten Sequenz
Q ¥ E—Q_ _——Q —0

E'/F FE E/F E/E’

lesen wir ab,

d1mE QE E S d1mE QE B + dlmE QE’ /F®E’E

= d1mE QE B + dlmE, QE’ E

wobei das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn o injektiv ist. Damit ist

trdegF E =< dimE QE Bt trdegF E’,

wobei die Gultigkeit des Gleichheitszeichens dquivalent ist zur Injektivitat von o. Weil
sich beim Zusammensetzen von zwei Erweiterungen die Transzendenzgrade addieren,
konen wir diese Abschatzung auch in der Gestalt

trdegE, E=< dlmE QE/E’ (1)
schreiben. Damit gilt

(i1) < In (1) gilt das Gleichheitszeichen.
Zusammen mit 4.2.9.B folgt

(i1) < E/E’ ist separabel erzeugt

& ().
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(ii) = (iii). Nach Voraussetzung (ii) ist o injektiv. Weil o eine E-lineare Abbildung von
Vektorraumen ist, ist Im(a) ein direkter Summand von Q_, . Nach 4.2.6 ist die

E/F
Abbildung
DerF(E, M) — DerF(E’, M), D » De¢,
surjektiv fur jeden E-Vektorraum M, also auch fur M = E. Es gilt also (iii).
(iii) = (ii). Die Surjektivitatder Abbildung von (iii) impliziert die der Abbildung
HomE(QE/F ,E) —» HomE(QE,/F®E,E, E), f b foo. (2)
Wir haben zu zeigen, da3 a injektiv ist. Angenommen « ist es nicht. Dann gibt es eine
auf
Ker(a)) C QE’ /F®E’E
definierte und von Null verschiedene E-lineare Abbildung
Ker(a) — E.
Diese 148t sich zu einer E-linearen Abbildung
QE’ /F®E’E —E
fortsetzen, welche auf Ker(a) nicht identisch Null ist. Diese Fortsetzung kann aber
nicht im Bild von (2) liegen, denn jede Abbildung der Gestalt fea ist auf dem Kern von
o identisch Null. Die Annahme Ker(a) # 0 steht im Widerspruch zur Surjektivitat von

(2). Deshalb muf} a injektiv sein.

QED.
4.2.12 Aufgaben 65
4.2.12 Aufgabe 1: o im perfekten Fall 65

Seien E/E’ und E’/F Korper-Erweiterungen mit F ein perfekter Korper. Zeigen Sie, der
linke Homomorphismus

% Qg p®pE— Qpp
ist ein Isomorphismus, wenn E/E’ separabel algebraisch ist.

Beweis. Die Injektivitat von o folgt aus 4.2.1 (ii). Die Surjektivitat ergibt sich aus der
ersten fundamentalen exakten Sequenz zu F & E’ & E (vgl. 4.2.6),

Qg gt — Qgp— gp — 0
Man beachte, fur separabel algebraische Erweiterungen E/E’ gilt nach 4.2.9.B
d1mE QE/E’ = trdegE, E=0,
also QE/E’ =0.
QED.

4.2.12 Aufgabe 2: Differentiale & Algebraizitit 65
Sei E/F eine Korper-Erweiterung von Korpern der Charakteristik p = 0. Dann ist jedes

xEEmltdE/FX=0

algebraisch uiber F.
Beweis. Sei E’ := F(x). Auf Grund der ersten fundamentalen exakten Sequenz zu den

Erweiterungen F & E’ & E (vgl. 4.2.6),
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Qpp®pE— Qpp

gilt mit dE B 0 auch dE’ P 0. Wegen

QE’ B E -dE, B (nach 4.2.5 Aufgabe 4)
=0
ist nach 4.2.8 die Erweiterung E’/F separabel algebraisch, also x algebraisch uiber F.
QED.

— Q — 0.

E/E’

4.2.12 Aufgabe 3: der Fall E = F(EP) 65

Sei E/F eine endlich erzeugte Korper-Erweiterung von Korpern der Charakteristik p #
0. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent.

Q=0

(i) E=F(EP).

Sind sie erfullt, so ist E/F separabel algebraisch uber F.

Beweis. (ii) = (i). Nach Voraussetzung ist E endlich erzeugt uiber F, sagen wir
E = F(Xl""’xm)'

Ebenfalls nach Voraussetzung wird E als Algebra tiber F von p-ten Potenzen erzeugt.
Wir konnen deshalb annehmen, jedes der X, ist eine p-te Potenz, sagen wir
P
Xi = yl R
d.h.
E=F(y]..yb).
Nach 4.2.5 Aufgabe 4 folgt
— BedP odP
QE/F_E dy] + ...+ Eedy .
Nun ist aber
dy{) = p-y? _1dyi (weil d eine Derivation ist),
also, weil E die Charakteristik p >0 hat,

QE/F =0.

(1) = (ii). Wir wihlen algebraisch unabhéngige Elemente X e xt € E derart, daB E

algebraisch ist iber E’ = F(x Xt) und betrachten die erste fundamentale exakte

[
Sequenz zu F & E’ & E (vgl. 4.2.6),
Q. ® E20
E'/FCE" 7 ““E/F

Mit QE B 0 gilt auch Q

— Q — 0.

E/E’

BE = 0. Weil E/E’ algebraisch ist, gilt

trdegE, E =0=dim QE/E"

Nach 4.2.9.B ist E/E’ separabel algebraische Erweiterung und nach 4.2.7.B ist a

injektiv. Mit Q_ _ =0 gilt auch QE’ /F®E’E =0, also
0.

Q

E/F
E’'/F

Weil E’ rein transzendent ist uber F, gilt
Es gilt
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Qpp=F ®F[x1,...,xt]QF[x1,...,Xt]/F (nach 4.2.5 Aufage 3)
, t
=E ®F[X1,...,Xt]®i= F[Xl’""xt] dxi (nach 4.2.5 Aufgabe 1)
Wegen Q =0folgtt=0und E’ =F, d.h. E/F ist separabel algebraisch. Nach dem

E’/F
Satz vom primitiven Element ist E/F als endlich erzeugte Erweiterung sogar einfach,
d.h.

E = F(x) separabel algebraisch.
Das Minimalpolynom f € F[T] von x uiber F besitzt keine mehrfachen Nullstellen.
Wegen

FC FEP] (C B)
ist das Minimalpolynom g von x uber F[EP] ein Teiler von f, besitzt also auch keine
mehrfachen Nullstellen. Wegen x € E, also xP € EP ist
TP - xP € F[EP] [T].
Weil dieses Polynom die Nullstelle x besitzt, gilt
g | TP - xP = (T-x)P uber F[EP],
Weil g die Nullstelle x nicht mehrfach besitzt und x die einzige Nullstelle von TP - xP

ist, ist der groBte gemeinsame Teiler von g und TP - xP ein lineares Polynom. Weil g
irreduzibel ist, ist der groB3te gemeinsame Teiler dieser Polynome gleich g. Folgt ist g
ein lineares Polynom, d.h. es gilt

T-x = g € F[EP],
also x € F[EP], also

E = F[EP].
QED.

4.2.12 Aufgabe 4: der Fall E@FK reduziert 65

Sei E/F eine Korper-Erweiterung mit der Eigenschaft, daf3
E®FK reduziert ist

fur jede Korpererweiterung K/F. Zeigen Sie, dann ists E/F separabel erzeugt.

Beweis. Nach Bemerkung 4.2.10.A (iv) mit K = FI/P st B/F separabel, also nach
4.2.10.B separabel erzeugt.
QED.

4.2.12 Aufgabe 5: Separable Erweiterungen 65

(1)  Seien E/E’ und E’/F separable Korper-Erweiterungen. Dann ist E/F separabel.
(i) Sei E/F eine separabel algebraische Korper-Erweiterung. Dann ist E/F separabel.
Beweis. Zu (i). Nach 4.2.10.B reicht es zu zeigen, fur je zwei separabel erzeugte
Korper-Erweiterungen

E/E’ und E’/F
ist E/F separabel erzeugt. Wir wihlen Familien von Elementen

xiEEfuriEI,bzw.ijE’ mit j € J,

welche algebraisch unabhingig uiber E’ bzw. F sind, und zwa derart, daf3 die
Korpererweiterungen

E/E’(xi i€ 1) und E’/F(yj ljE))

algebraisch separabel sind. Jedes Element von E ist separabel algebraisch tiber
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E'(x, i €D,

Weil jedes Element von E’ separabel algebraisch ist iber F(yj | j €J) und die

Eigenschaft algebraisch separabel zu sein bei Basiswechsel erhalten bleibt, ist jedes
Element von

E’(xi liE ),
algebraisch separabel uiber
F(Xi , yj liEl, j € J).

Die Zusammensetzung algebraisch separabler Erweiterungen ist algebraisch separabel.
Deshalb ist

E algebraisch separabel iiber F(xi , yj liEl, j ).

Zusammen erhalten wir, daf} E separabel erzeugt ist iiber F. Damit ist Aussage (i)
bewiesen.
Zu (ii). Wir konnen annehmen, die Charakteristik der Korper E und F ist
p>0.
Seien

X ,...X €FE
1 S

uiber F linear unabhangige Elemente. Wir haben zu zeigen, die p-ten Potenzen dieser
Elemente sind es auch. Da die Anzahl der X, endlich ist, gibt es eine endlich erzeugte

separable Teilerweiterung E’/F von E/F, welche jedes der X, enthilt,

X orees X € E’ und E’/F separabel algebraisch

Diese Erweiterung ist insbesonder separabel erzeugt, also nach 4.2.10.B separabel.
Also sind die p-ten Potenzen

P p )
Xl,..., XS €E

linear unabhédngig uber F. Dies sind sie auch als Elemente des groleren Korper E. Wir
haben gezeigt, E/F ist separabel.

QED.

Bemerkung

4.2.13 Bezeichnungen: Rf , Mf und M (A) 65

4.2.13 R, und M 65
f f

Sei R ein Integrititsbereich mit dem Quotientenkorper F. Fur f ER - {0} sei
Rf = R[T]/(1-fT)
(vgl. Aufgabe 1.4.6). Ist M ein R-Module, so bezeichne M ¢ den R f—Modul
M = Rf®RM'
Bemerkungen

(1)  Wir konnen R ¢ mit dem Teilring des Korpers F identifizieren, der aus den

Elementen der Gestalt

fea mit a € R und n eine nichtnegative ganze Zahl
besteht.

(1)) Um die obigen Ergebnisse auf Probleme der Geometrie anzuweden, brauchen
noch verschiedene Ergebnisse der linearen Algebra.
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4.2.13 B Die Moduln M(A) 65
Seien R ein Integritatsbereich mit dem Quotientenkorper
F:=Q(R)

und

al

- - _ pmXxn
A= (aij) =|... |E Mm,n(R) =R
am

eine mxn-Matrix mit den Eintragen aij aus R und den Zeilen al @™ Der Rang der

Matrix A,

rk A = dimF F-a1+...+ Fea™,
ist definiert als die Dimension des F-linearen Unterraums von len, welcher von den
Zeilen von A erzeugt wird. Wir bezeichnen mit M(A) den Faktor-Modul

nxl, = AT
M(A) = My (A) =R/ ile-(a )

des freien R-Moduls R” = R™*1 bezuglich des Teilmoduls, der von den Transponierten
der Zeilen von A erzeugt wird. AuBerdem schreiben wir auch''

m .
M) =M, Ta) =R’/ 5 Real.
R i=1
Weiter sei
GL (R)
m

die Gruppe der umkehrbaren mxm-Matrizen mit Eintragen aus R, deren Inverses

Eintrage aus R besitzt.

Bemerkung

Der R-linearer Isomorphismus
RnXIiRIXn X B <1

welcher jede Spalte in die zugehorige transponierte Zeile abbildet induziert einen R-

linearen Isomorphismus

m . =~ m .
3 Re(a")' — I Rea

i=1 i=1
und damit einen R-linearen Isomorphismus
M(A) — MT(A).
4.2.14 Lemma: Eigenschaften der M(A) 65

Seien R ein Integritatsbereich und A € RN

Dann gelten die folgenden Aussagen.
@A) M(B-A) = M(A) fur jede Matrix B € GLm(R) und

eine mxn-Matrix mit Eintragen aus R.

MAC) = M(A) fur jede Matrix C € GLn(R).

= MT(A) kommt im Original nicht vor, 1at sich aber manchmal einfacher handhaben und ist isomorph

zu
M (A)
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(i1) Es gibt ein Element f € R-{0} und Matrizen B € GLm(R

mit
10
A=B: ' |.C.
00
Dabei sei Ir dir rxr-Einheitmatrix mit r = rk A.

und CEGL (R

¢ p

Beweis. Zu (i). Die Zeilen von A’ := B+A sind R-Linearkombinationen der Zeilen von
A und die Zeilen von A = B'1

erzeugen die Zeilen von A denselben R-Teilmodul von Rlxn, wie die Zeilen von A’.
Deshalb gilt

*A’ sind R-Linearkombinationen der Zeilen von A’. Also

MTa) =M.
Durch Ubergang zu den Transponierten erhalten wir
M(A) = M (A).
Die Multiplikation von rechts mit C definiert eine R-lineare Abbildung

cp:RlXn — RIXn’ X B xC.

Diese Abbildung ist bijektiv, weil die zu C inverse Matrix C L existiert und Eintrage aus
R besitzt (und damit die Umkehrabbildung definiert). Die Zeilen von A werden bei

dieser Abbildung in die Zeilen von A” := A+C abgebildet. Der von den Zeilen von A
erzeugte R-Teilmodul, also in den von Zeilen A” erzeugten Teilmodul. Die Abbildung
der Teilmoduln ist ebenfalls ein R-linearer Isomorphismus (dessen Umkehrung durch

C! definiert ist). Also induziert ¢ einen R-linearen Isomorphismus
MTa) = MT(A-0).
Durch Ubergang zu den Transponierten erhalten wir einen R-linearen Isomorphismus
M(A) — M(A-C).

Zu (i1). Uber dem Korper F 1aBt sich jede Matrix A durch Zeilen- und Spalten-
Operationen in die Gestalt
10
r
(0 0)

uberfuhren. Es gilbt deshalb Matrizen B € GLm(F) und C € GLn(F) mit

10
A=B¢ ' |-C.
00
Sei f der Hauptnenner der Eintrage von B, C, B'l, c!. Damn gilt

BEGL _(R)und CEGL (R
QED.

4.2.15 Lemma: Weitere Eigenschaften der M(A) 65

Seien R ein Integritatsbereich und A € R™M ¢ine mxn-Matrix mit Eintragen aus R.
Dann gibt es ein
feR- {0}
mit der Eigenschaft, daf3
M(A) ¢

ein freier R f-Modul ist vom Rang
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rk M(A)f =n-rk A.
Dabei kann man f derart wéhlen, da3 die Bilder gewisser Standard-Einheitsvektoren

e. ..., € Rnx1
1 i f

bei der natuirlichen Abbildung

x1
R‘fl — M(A), (1)

eine Basis von M(A) ¢ uber R ¢ bilden.

Beweis. Nach 4.2.14 (ii) gibt es ein Element f € R-{0} und Matrizen B € GLm(R f)

und C € GLn(R f) mit

Nach 4.2.14 (ii) gilt dann
10
~ r
M(A), = M(( . 0)>f
= Rf°el@"'®Rf’en / Rf-el@...@Rf-er

= Rf-eH_l@...@Rf-en.

Damit ist der erste Teil der Behauptung bewiesen. Wir konnen deshalb den R f-Modul

M(A) ¢ als Teilmodul des (n-r)-dimensionalen F-Vektorraums

M(A) f®RfF
betrachten. Sei jetzt

fl""’ fn—r e J\/[(A)f S M(A)f®RfF

eine Basis des Moduls uber R e Das Bild des i-ten Standard-Einheitsvektors ei &R

bei der natuirlichen Abbildung (1) bezeichnen wir mit Ei' Weil die e

nx1
f
,...,_e den F-
1 n
Vektorraum M(A) f®R F erzeugen, bildet eine Teilmenge dieser Vektoren eine Basis.
f

Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, daf e

,...,E diese Basis bilden. Da die e. in
r+1 n 1

M(A) ¢ liegen, gibt es cij €R ¢ mit
_ n-r
e .= Yyc.f.furi=1,..,nr
r+i =l ijj
Weil die Vektoren €r+ 1 ""’En linear unabhéangig sind, gilt det (Cij) # 0. Indem wir f

geeignet abhdandern erreichen wir, daf3 die Eintrage von (cij)'1 in R liegen. Dann gilt

f

(¢) EGL Ry,
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Die Basiselemente fj lassen sich auch umgekehrt als Linearkombinationen der Er

+1
e ,_e iber R schreiben. Neben den f.,...,f  bilden auch die Elemente e ,...,_e
n f 1 n-r r+1 n
eine Basis von M(A) ¢ uber R £
QED.
4.3 Nicht-singulare Punkte 66
4.3.1 Bezeichnungen 66

Sei X eine irreduzible affine Varietat uber dem algebraisch abgeschlossnenen Korper k.
Wie bisher bezeichne

M_:={fEKIX]If(x) =0}

das Ideal der regularen Funktionen f: X — k mit einer Nullstelle in x. Fur jeden Modul

M
uber dem Koordinatenring k[X] schreiben wir
M(x) := M/MXM.

Sei A = (aij) eine mxn-Matrix deren Eintragen aij in k[X] liegen (wie in 4.2.13 B mit R

:=k[X]. Fur jeden Punkt x € X bezeichne
A(x) = (aij(x))

die mxn-Matrix, deren Eintrage gerade die Werten der Eintrage von A an der Stelle x
sind.

Bemerkungen

(i)  Fur jeden k[X]-Modul M und jeden Punkt x € M ist M(x) ein ein k-Vektorraum.
(i)  Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Ein R-Modul M heif3t lokal frei, wenn we fur

jedes maximale Ideal m von R ein Element f € R-m gibt mit der Eigenschaft, daf}

der R f—Modul M ¢ ein freier Modul ist. Dabei bezeichne der Index f den Ubergang

zum Quotienten-Ring bzw. Quotienten-Modul bezuglich der Potenzen von f.

(i) Sind R = k[X] der Koordinatenring einer affinen Varietit und M ein endlich
erzeugter lokal freier R-Modul, so kann man zeigen, dal M ein Vektorraumbiindel
uber der Varietat X definiert, dessen Fasern gerade die Vektorraume M(x) mit x €

X sind. (iv) Umgekehrt definiert ein Vektorraumbiindel iiber dem
topologischen Raum X, dessen Fasern endlich-dimensionale k-Vektorraume und
dessen Ubergansfunktionen regulare Abbildungen sind, einen lokal freien Modul
uber dem Koordinatenring k[X].

(v) Mit den Bezeichnungen von 4.2.13 B gilt fur jede mxn-Matrix

al

A=(@=| . |EM(KIXD

am

und jeden Punkt x € X,

T Ixn, = i
Mk[X] (A) =k[X] /izlk[X]-a
also

T T T
Mk[X] A)x) =M (A)/MX M*(A)
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m .
= kX1 3 KX)o + M« k[x] PP
i=1

m .
= (k[X]/MX)lxn /(3 kIX]+(a") mod M_ - kx>
i=1
Wir erinnern daran, daf} die naturliche Abbildung k[X] — k[X]fMX =Kk,
identifiziert werden kann mit der Auswertung an der Stelle x,

k[X] —= k, f » f(x)
(vgl. die Bemerkung von 1.3.2). Damit ist

T ~ xS T
A)X) =k "/ Y kea(x) =M, (A(x)).
X] 21 k

Wir transponieren samtliche auftretenden Matrizen und erhalten
() My (A = M, (A,

Mk[

4.3.2 Lemma: Der Rang von Mk[X](A)(X) 66

Seien X eine irreduzible affine Varietit und A € Mm Il(k[X]) eine mxn-Matrix mit

Eintragen im Koordinatenring k[X] von X. Der Rang’ von A - betrachtet als Matrix mit
Eintragen im Quotientenkorper k(X) von k[X] werde bezeichnet mit

r:=rk A.
Dann gelten die folgenden Aussagen.
6)) dimk X) Mk (X)(A) =n-r.
(i)) Fur jeden Punkt x € X gilt
dimk Mk[X] (A)(X) = n-r.
Die Menge der x € X mit dimk Mk[X] (A)(x) = n-r ist offen und nicht leer.

(iii) Fur jedes x € X mit dimk Mk[X] (A)(x) = n-r gibt es ein f € k[X] mit f(x) #= O,

fur welches Mk[X](A) ¢ ein freier k[X] ¢ des Rangs n-r ist.
Beweis. Zu (i). Nach Definition vom MR(A) in4.2.13 B gilt
. o T
d1mk X) Mk (X)(A) = d1mk X) M K (X)(A)
m .
— Ixn wal
= dlmk(X) k(X)" "/ Elk(X) a
= dim, o k(O - dim I§ K(X)-al
k(X) k(X) 2
=n-rk(A)

Zu (ii). Nach Voraussetzung ist die maximalen Anzahl von uber k(X) linear
unabhingigen Zeilen von A gleich r. Uber k(X) linear unabhéngige Zeilen von A sind
es auch uber k[ X]. Jede lineare Abhangigkeit tiber k(X) zwischen Zeilen von A fuhrt zu
einer linearen Abhdngigkeit iber k[X] zwischen diesen Zeilen (man multipliziere mit
einem gemeinsamen Nenner).

Deshalb ist die maximalen Anzahl von uiber k[X] linear unabhangigen Zeilen von A
ebenfalls gleichr.
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Die Determinante jeder (r+1)x(r+1)-Teilmatrix von A ist gleich dem Nullelement von

k[X]. Durch Einsetzen eines Punktes x € X erhalten wir das Nullelement von k.
Deshalb gilt

rk A(x) = 1 fur jedes x € X.

Damit ist
dimy My (AXx) = dimy Mk[X]T(A)(x)
m .
= dim,_ . dim,_ Elk-(al(x)
=n-rk A(x)
=n-r,

d.h. es gilt der erste Teil von (ii).

Weiter gibt es eine rxr-Teilmatrix von A, deren Determinante ein von O verschiedenes

Element von k[X] ist. Es gibt also einen Punkt x € X, in welchem dieses Element

ungleich Null ist. Damit ist
rk A(x)=r
also

dimk Mk[X](A)(x) =n-r

fur diesen Punkt x. Die Menge der Punkte, in denen diese Gleichheitszeichen gilt (d.h.
rk A(x) =) ist damit nicht leer. Diese Menge ist gleich der Menge der Punkten x € X,
fur welche eine rxr-Teilmatrix von A existiert, die in X eine von 0 verschiedene
Determinante besizt. Damit ist diese Menge gleich der Vereinigung aller offenen
Hauptmengen die zu den Determinanten der rxr-Teilmatrizen von A gehoren. Als solche
ist sie offen.

Zu (iii). Sei x € X ein Punkt mit

dimk Mk[X] (A)(x) =n-r.

Wie wir beim Beweis von (ii) gesehen haben, ist diese Bedingung aquivalent zu

tk A(x) =r. (D
Wir bezeichnen mit
~ a i\T
e. = ei+‘2 k[X]+(a")
=1
nxl in

die Restklasse des Spaltenvektors e € k[X]

m .
&) =X/ 3 k[X]o@) T

Max i=1

i i
Wegen (1) gibt es r Zeilen a 1(X),...,a I(x) Zeilen von A(x), welche linear unabhiangig
uber k sind. Wegen
i
(a V)T _
J

a. .ce.furv=1,.r
1 v

IRNZE=

gilt
n ~Y
a. .»,e.=0inM .furv=1,..r 2
AN KIX) @
In Matrizenschreibweise hat das lineare Gleichungssystem (2) die Gestalt
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Ae'=0 '
i i
Nach Wahl der iV hat die Matrix mit den Zeilen a 1(x),...,a I(x) den Rang r. Sie besitzt

also r linear iber k unabhéngige Spalten, sagen wir die Spalten mit den Indizes
Jpoeesdy

sind linear unabhéngig uiber k. Das bedeutet, die Determinante

. ail

1 Jp

a. . ...a. .
v 'rlp
ist an der Stelle x ungleich Null. Wir dndern die Reihenfolge der Summation in (2)
derart, da} die Summanden zu j = jl""’jr am Anfang stehen. Durch Multiplikation der

Koeffizienten-Matrix
K — (Ka’ K”)
des Gleichungssystems mit dem Inversen der Matrix
a. . ...a. .
1
A=
a .o
rr rr
erhalten wir ein Gleichungssystem mit einer Koeffizientenmatrix
X"I-K = (Id, X,-l.x,,),
die in zwei Blocke zerfallt, wobei der erste Block eine Einheitsmatrix ist. Wir konnen so

die Vektoren gj ,...,f\er als Linearkombinationen der ibrigen gj, wobei die
1 r

Koeffizienten Quotienten von Elementen aus k[X] sind und im Nenner Elemente von

k[X] stehen, die in x ungleich Null sind. Sei f € k[X] das Produkt der auftretenden

Nenner. Dann sind

gj ,...,f\eJ . Linearkombinationen der ubrigen ’Ej
1 r
mit Koeffizienten aus k[X] £ Es folgt
n ~Y
My (A = 2 KIX]%
= > k[X] ¢ ej

Je{l,...,n}'{J 1 ’---7Jr}}
Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, daf die n-r Erzeuger Ej linear
unabhangig uber k[X] ¢ sind. Wir setzen

€l 3= {n} - )
und betrachten die surjektive k[X] f—lineare Abbildung



nor n-r
@ k[X]f —» > Kk[X] - eg
v=1 v
Sie ist Teil einer exakten Sequenz
n-r (P nr
0 — Ker(p) — k[X]f > k[ X]f° eé — 0. 3)
v=1
Wir wenden den Quotienten-Funktor k(X)®k[X] an und erhalten die exakte Sequenz
f
ot n-r
0— k(X)®k[X] Ker(gp) — k(X)) — k(X)® K[X] 3 K[X], ¢ é — 0. (4)
v=1
Wobei recht der Modul
k(X)®k[X]f(Mk[X](A)) £ k(X)®k[X]fk[X] ¢ ®k[X]Mk[X](A)

= k(X)®k[X] Mk[X](A)

k(X)(A)
Nach (i) ist dies ein k(X)-Vektorraum der Dimension n-r. Die durch ¢ induzierte
Abbildung von (4) ist deshalb ein [somorphismus von k(X)-Vektorraumen. Es folgt

k(X)®k[X Ker(p) = 0.

Links steht ein Quotientenmodul, genauer
0= k(X)® ] Ker(p) =S~ (Ker(cp)) mit S = k[X] - {0}

Jedes Element dieses Modul hat die Gestalt % =0= 0

Tmit m € Ker(p) und g € S, d.h.

fur jedes m € Ker(p) gibt es ein h € S mit
O =he(lem - g*0) = hem.
Wegen Ker(p) & k[X]? T und weil h ein k[X]Ifl_r-regul'élres Element ist, folgt m =0

(fur jedes m € Ker(¢)). Wir haben gezeigt, Ker(¢) = 0. Auf Grund der exakten
Sequenz (3) ist
n-r
Mk[X](A))f RS X]f Z o k[X]
v=1

-Modul des Rangs n-r.

ein freier k[X] ¢

QED.

4.3.3 QX und TXX in nicht-singularen Punkten 67

4.3.3 A Definition 67
Sei X eine affine Varietat. Dann heifSt der k[ X]-Modul
=Xk
Modul der Kahler-Differentiale auf X oder Modul der reguldren Differentiale auf X oder
auch einfach Differential-Modul von X.
Bemerkungen
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(i)  Fur jeden Punkt x € X ist der Tangentialraum von X im Punkt x kanonisch

isomorph zu
TX X = Derk(k[X], kX) (Definition 4.1.3)

= Homk (nach Bemerkung 4.2.2 (i)).

[X]( QX’ kX)
(i) Weil der k[X]-Modul kX vom Ideal Mx C k[X] der in XX verschwindenden

regularen Funktionen annulliert wird, gilt fur jeden k[X]-Modul M,

Homk[X] M, kX) = Homk[X](M/MXM, kx)
= Homk[X](M(x), kX) (vgl. 4.3.1)
= Homk[X] /MX(M(X), kx)

= Hom, (M(x), k )

(iii)) Fur jeden Punkt x € X gilt

TX X = Homk (nach (1))

= Homk(QX(x), kx) (nach (ii))
Die k-Vektorraume TX X und QX(X) sind also dual zueinander. Das Dual des
Tangentialraums
* — =~
(TX X)* = Hornk(TX X, kX) = QX(X)
heiflt Kotangentialraum von X im Punkt x.

4.3.3B Satz: Eigenschaften 67

Sei X eine irreduzible Varietat der Dimension d. Dann gelten folgende Aussagen.
(1) Ist x € X ein nicht-singularer Punkt, so gibt es eine affine offene Umgebung U
von x mit der Eigenschaft, dal Q__ ein freier k[U]-Modul ist mit einer Basis der

Gestalt

U

dgl, ,dgd mit gl, s gd € k[X].
(ii) Die Menge der nicht-singularen Punkte von X ist nicht-leer und offen in X.
(iii) Fur jeden Punkt x € X gilt dimk TXX =d.
Beweis. Zu (i). Wir konnen annehmen, X ist affin mit dem Koordinatenring
k[X] =K[T,,...T 1/, ,....f).
1 m 1 n

Nach 4.2.4 gilt

= Qxyx

m
kIXJ( Y (Difj)(t)°dti )

m n
= 2 k[X]°dti/ 2
=] i=1

=1 ]
m, D m
=KX/ Y kX (S (Dif.)(t)-ei )
=1 i=1
wobei der letzte Isomorphismus dti mit dem i-ten Standard-Einheitsvektor e

identifiziert. Sei
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. m
A= (aij) =|...],a:= (izl(Difj)(t).ei )T = ((lej)(t),..., (Dmfj)(t))

aIl

die nxm-Matrix mit Zeilen al,...,am, d.h.

= (Djfi)(t) furi=1,..,nundj=1,.,m

Dann kdnnen wir die obige Isomorphie in der Gestalt

n .
- m oo T =
Q. =kIX] /j§1 K[X]+(a)) _Mk[x](

(vgl. 4.2.13 B) schreiben. Wir wenden den exakten Funktor ®

A) ey

k[X]k(X) an und
erhalten

Qk (X)k = Mk (X)(A) 2)
(vgl. 4.2.5 Aufgabe 3).

Weiter gilt
d1mk Qk (X)/k trdegk k(X) (nach 4.2.9 B (i) und (i1))

=dim X. (nach 1.8.1.3)

=d (nach Definitoin von d).
Man beachte, die Korpererweiterung k(X)/k ist separabel erzeugt, weil k algebraisch
abgeschlossen, also perfekt, ist (nach 4.2.10 B und den Bemerkungen 4.2.10 A (i) und
(i1)). Nach 4.3.2(1) gilt

d=n-rk A.

Weil x € X ein nicht-singuldrer Punkt von X sein soll (und X irreduzibel ist) gilt
dim X = dim X =dim TX X (vgl. 4.1.7)

k
=dim QX(X) (nach Bemerkung 4.3.3 A (iii))
= d1rnk Qk[X] /k( Xx)  (nach Definition von QX in4.3.3 A)
also
n-tkA=d= d1mk Qk Xk~ d1mk Qk[X] /k( X), 3)

Zusammen mit (1) und (2) bedeutet dies, dall die Bedinung (iii) von 4.3.2 (iii) erfullt
ist, d.h. es gibt ein f € k[X] mit f(x) # O derart, da3

( k[X]/k) ein freier k[X] -Modul vom Rang d

ist. Nach 4.2.5 Aufgabe 5 ist

(€ Q

k[X]/k)f - Qk[X] Jk - Qk[U]/k i O

wenn U die offene Hauptmenge D(f) bezeichnet. Wegen f(x) # 0 gilt x € D(f) = U. Es

gibt also eine offene affine Umgebung U von x derart, da3 QU ein freier k[U]-Modul

vom Rang d ist. Weil QU auch von endlich vielen Elementen der Gestalt

dg mit g€ k[U]
erzeugt wird (nach Bemerkung 4.2.1 (i11)) und einige dieser Differentiale eine Basis von

QU®k[U]k(U)

uber k(U) bilden, kann man U so verkleinern (zu einer Umgebung von x), dal} bereits

einige der dg eine Basis von QU uber k[U] bilden (vgl. 4.2.15). Damit gilt (i).
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Zu (i1). Wir haben zu zeigen, fur jede nicht-singularen Punkt x € X gibt es eine offene

Umgebung U von x derart, daf3 alle Punkt von U nicht-singular sind. Nach (i) gibt es
eine affine offen Umgebung U von x derart, daf}

QU ein freier k[U]-Modul vom Rang d = dim X (='* dim U)

ist. Fur jedes y € U ist
QU(y) = QU/My- QU
ein Vektorraum uber k[U]/My = k der Dimension d = dim U. Nach Bemerkung 4.3.3 A
(iii) ist
k

d.h. y € U ist ein nicht-singularer Punkt von U (vgl. 4.1.7) und damit von X (ebenfalls
4.1.7).

Zu (iii). Fur jedes x € X gibt es eine affine offene Umgebung von x mit

dlmk TxX = d1rnk TxU (nach 4.1.7)

= dimk QU(X) (nach Bemerkung 4.3.3 A (iii).
=dim, M (A)(x) (nmach (1))

kKX
K(X) Mk (X)(A) (nach 4.3.2 (ii) und (i)).

Nach (ii) gibt es einen nicht-singularen Punkt x
Punkt

dim TyU = d1mk QU(y) =dim U,

= dim

0 € X und nach (3) gilt fur diesem

d1mk (X) Mk (X)(A) = d1rnk Mk[X](A)(XO).
Die eben fur beliebiges x € X ausgefuhrte Rechnung ist naturlich auch fur x = x

korrekt, sodaf3

0

dim TxX > dim, M (A)(XO) =dim TX X.

k k 7 k[X] k 0
Weil XO nicht-singular ist, steht rechts d = dim X, d.h. es ist
dim, T X = d.
k x
wie behauptet.
QED.
4.3.4 Aufgaben 67
4.3.4 Aufgabe 1 67

Zeigen Sie, die Funktionen gqnsgq VON 4.3.3 B (1) sind algebraisch unabhéangig.
Beweis. Nach Wahl der g gilt
Qk[U]/k =k[U]e dg1+ .. +k[U]e dgd mit d = dim X

fur eine affine offene Teilmenge U von X, wobei die Summe auf der rechte Seite direkt
ist. Wir wendenden Funktor ®k[U]k(X) an und erhalten (vgl. 4.2.5 Aufgabe 3)

Qi = K= dg .+ KO- gy (1)

12X und U sind irreduzible affine Varietiten, deren Koordinatenringe denselben Quotientenkorper k(X) =
k(U) haben (mit demselben Transzendenzgrad uiber k).
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mit
dgl, .., dg J linear unabhangig tuber k(X).

Wie im Beweis von 4.3.3 B (i) ist

d1mk Qk Xk = trdegk k(X) (nach 4.2.9 B (i) und (ii))

=dim X. (nach 1.8.1.3)

Man beachte, die Korpererweiterung k(X)/k ist separabel erzeugt, weil k algebraisch

2)

abgeschlossen, also perfekt, ist (nach 4.2.10 B und den Bemerkungen 4.2.10 A (i) und

(ii)).
Sei E der Teilkorper
E:=k(g)...89) ( C k(X))
Mit
R := k[gl,...,gd]
gilt
ek = EOR%Ri

(nach 4.2.5 Aufgabe 3) und
QR/k = R-dg1+...+R-dgd
(nach 4.2.5 Aufgabe4), also

Q_ = E-dg1+...+E-dgd.

E/k
Wir betrachten die erste fundamentale exakte Sequenz fur k & E & k(X):
a p
QP = Qo = A 0

Auf Grund von (1) und (3) ist a surjektiv, also Qk (X)/E =0. Nach 4.2.9 B (i) ist

k(X)/E eine algbraische Korpererweiterung
(die nach 4.2.9 B (ii) separabel algebraisch ist). Weiter gilt

d = dimk Qk X)/k (wegen (1))
= trdegk k(X) (nach (2))
= trdegk E (weil k(X)/E algebraisch ist)
= trdegk k(g1 yeesZ d) (nach Definiton von E).
Also sind 8184 algebraisch unabhangig uber k.
QED.
4.3.4 Aufgabe 2 67

Sei X eine affine Varietat, fur welche QX

Punkte von X sind nicht-singular.

Beweis. Sei QX frei vom Rang r uber k[X]. Dann gilt fur jeden Punkt x € X

r = dimk QX(X) (nach Definition von M(X) in 4.3.1)
= dimk TXX (nach Bemerkung 4.3.3 A (iii)).

ein freier k[X]-Modul ist. Zeigen sie, alle

3)

Die Dimension des k-Vektorraums TXX ist somit unabhéngig von der speziellen Wahl

des Pumkes x €X. Nach 4.3.3 B (ii) ist fur jede Komponente von X die Menge der

nicht-singuldaren Punkte nicht-leer und offen in dieser Komponente. Insbesondere gibt
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es auf jeder Komponente C von X einen nicht-singularen Punkt x . dieser Komponente,

0
der in keiner anderen Komponente liegt. Dieser Punkt ist auch ein nicht-singularer
Punkt von X, d.h. es gilt

r=dim, T X=dim_ X=dimC.

k X0 X0
Insbesondere haben alle Komponenten von X dieselbe Dimension r, und es gilt auch
r=dim X.

Damit ist

dirnk TXX =r =dim X fur jedes x € X.
Wir haben gezeigt, jeder Punkt von X ist ein nicht-singuldrer Punkt.
QED.

4.3.5 Dominante und separable Morphismen 67
Eine regulare Abbildung ¢: X — Y von irreduziblen algebraischen Varietiten heif3t
dominant, wenn ¢(X) dicht liegt in Y.

Bemerkungen

(i) Sei ¢: X — Y eine regulare Abbildung irreduzibler affiner Varietaten. Dann sind
folgende Bedingungen aquivalent.

(a) ¢ ist dominant.
(b) Der induzierte k-Algebra-Homomorphismus

¢*: k[Y] — k[X], f » fog,
ist injektiv.
(i)  Sei ¢: X — Y eine dominante reguldre Abbildung irreduzibler algebraischer
Varietaten. Dann induziert ¢ einen injektive k-Algebra-Homomorphismus ¢*:

k(Y) & k(X). Die Abbildung ¢ hei3t separabel, wenn k(X) eine separabel
erzeugte Korpererweiterung von k(Y) ist.

(iii)  Sei ¢: X —> Y eine regulare Abbildung affiner algebraischer Varietiten. Dann
definiert der k-Algebra-Homomorphismus

¢*: k[Y] — K[X], f > fog,
die k[ Y]-lineare Abbildung
@9 @y — Q. dy (D k> dy (@*(D). (1)
(vgl. 4.2.3). Weil QX ein k[X]-Modul ist, definiert die Multiplikation mit
Elementen aus k[X] eine uber k[ Y] bilineare Abbildung
Q< KIX] — Qy , (@, D > - @) w),
und damit eine k[X]-lineare Abbildung

. (0%)°
QY ®k[Y]k[X] — QX , 0t b fo (¢*) (). (2)
Fur jeden Punkt x € X sei
k

X
wie in 4.1.2 B und 4.1.3 der Korper k mit der k[ X]-Modul-Struktur

fec :=f(x)ec fur f € k[X] und c E k.
Durch den k-Algebra-Homomorphismus ¢*: k[Y] — k[X] wird kX auch zum

k[Y]-Modul, genauer zum k[Y]-Modul k , denn fur

O(x)
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fek[Y]undc€Ek
gilt
fec := ¢p*(f)ec = (fo)oc = (fod)(x)+c = f(9(x))c.
Die Abbildung (2) induziert deshalb die k-lineare Abbildung

(9)) .Homk ,kX)—>Hom

x1€x kY1“2y Ko )

¢ b (@ B UM @)
Die k-lineare Abbildung (3) bis auf Isomorphie das Dual

Homk(QX(x), kX) — Hornk(QY(q)(x)), k
der k-linearen Abbildung
@700 = " @, 0() — 4 (%),
fur welche das Diagramm

o) @

0
Q,, (9*) o
oy o 5)

0 Y
*
2,000 o x)

kommutativ wird. Dabei seien die vertikalen Abbildungen die natuirlichen
Abbildungen auf den jeweiligen Faktor-Modul.

(iv) Fur jede reguldare Abbildung ¢: X — Y affiner algebraischer Varietiten bestehen
fur x € X natirliche Isomorphismen (vgl. 4.2.2 (i) und 4.3.3 A (i))

Homk[X]( Qg k ) — Der, (k[X],k )=T X, VAN ZodX’
und analog
Homy |y @y K ) —> Den (YL kg ) =Ty ) Y. € > bod,.

Verwenden wir diese Isomorphismen um die Tangentialrdume mit den ent-
sprechenden Hom-Mengen zu identifizieren, so wird die Abbildung (3) von (iii)
gerade mit dem in 4.1.3 definierten Differential

d(j)x: TXX — T¢(X) Y
der regularen Abbildung ¢: X — Y im Punkt x identifiziert (und entsprechend
auch die Abbildung (4)), d.h. dq>X und

@97(0: @ 00)) — Q5 (%)
sind zueinander duale lineare Abbildungen.
Beweis. Zu (i). (a) = _(b). Sei ¢ dominant und seien f,g € k[X] zwei regulare
Abbildungen mit fe¢ = ged. Dann sind
fgY —s Al
zwei regulare Abbildung, die in jedem Punkt von ¢(X) denselben Wert haben. Weil

¢(X) eine dicht liegende Teilmenge von Y ist und Y eine Varietat ist, gilt
f=g.

(nach 1.6.11). Wir haben gezeigt, ¢* ist injektiv.

(b) = (a). Angenommen, ¢ ist nicht dominant. Dann ist
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oX) C X
eine echte abgeschlossene Teilmenge von X. Es gibt also eine von 0 verschiedene
regulare Funktion

: X—k, f#0,
welche identisch 0 ist auf ¢(X). Insbesondere ist

¢*() = 0 = ¢*(0).
Mit anderen Worten ¢* ist nicht injektiv.

Zu (ii). Wir wihlen eine nicht-leere affine offene Teilmenge V C Y. Dann ist q)'l(V)

eine nicht-leere offene Teilmenge von X, welche eine nicht-leere affine offene
Teilmenge

araiy
enthalt, also einen Morphismus von irreduziblen affinen Varietaten

q)lU :U—V
induziert. Nach (i) ist

(@l % KIV] — k(U]

ein injektiver k-Algebra-Homomorphismus. Weil X und Y (und damit auch U und V)
irreduzibel sind, haben die Koordinatenringe k[V] und k[U] keine Nullteiler. Die
Injektion (([)IU)* induziert eine Injektion der Quotientenkorper

¢*: k(Y) := QKK[V]) — Q(K[U]) = k(X).

Zu (iii). Weil QX ein k[ X]-Modul ist, induziert (q)*)0 die k[X]-lineare Abbildung
9 > *(f e ES ’
k[X]®k[Y]QY — QX, f ®dY(f’) B 0*(f) dX(q) )).

Wir wenden den Funktor Homk[X]( ?, kx) auf die k[X]-lineare Abbildung (2) an und

erhalten die k-lineare Abbildung

(QX, kX) — Homk[X] K[Y] k[X], kX) — Homk[Y](QY, k 0 (x))
(b el @) (s @9 W)
Dies ist gerade die Abbildung ((q)*)o)*, welche induziert wird durch die k[Y]-lineare

Abbildung (1), d.h. die Abbildung (3).
Weil der k[ X]-Modul kX vom Ideal Mx der in x verschwindenden Funktionen annulliert

Homk[X] (QY®

wird, induziert fur jeden k[X]-Modul M der natiirliche Homomorphismus
pM— M/MXM = M(x)
auf den Faktormodul einen Isomorphismus
Hom, (M(x), k ) = Homk[X](M k), { Cop,
Analog induziert fur jeden k[ Y]-Modul N der naturliche Homomorphismus
0: N — N(¢(x))
einen Isomorphismus
Hom N,k = Hom, (N(¢(x)), k s loo.
N Ko (NGO, k)
Die lineare Abbildung von (3) bekommt so die Gestalt

Homk(QX(x), kx) — Homk(QY(q)(x)), k ).

o)
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Es ist gerade die k-lineare Abbildung, welche induziert wird durch die k-lineare
Abbildung

©9°00: Q0(x) — (),

fur welche das Diagramm (5) kommutativ wird.
Zu (iv). Nach Definition des Tangentialraums in 4.1.3 gilt
TXX = Derk(k[X], kX) und T o (X)Y = Derk(k[Y], k 0 (x))

und das Differential von ¢: X — Y im Punkt x € X ist definiert als die k-lineare
Abbildung

d¢x = (¢*)01 Derk(k[X], kx) — Derk(k[Y], kq)(x)), D » De(¢%)
(vgl. 4.1.3). Betrachten wir das Diagramm
= Z (g Z°dX
Homk[X](Qk[X] /k’kx) ? Derk(k[X] ,kX) ( D
(CORM] Jdo, v v
= 0
Hom, . (Q ) —s Der. (K[Y].K) Co(9¥) De(¢*)
k[Y] k[Y]’kq)(x) B k AN €°dY

dessen horizontale Abbildungen die natiirlichen Isomorphismen von Bemerkung 4.2.2
(1) sind. Die linke vertikale Abbildung (3) Bemerkung (iii) (also induziert durch (1)) und

die rechte vertikale Abbildung sei das Differential von ¢ im Punkt x. Zum Beweis der
Behauptung reicht es zu zeigen, dieses Diagramm ist kommutativ.
Fiur jedes

k

€ € Homy (@ x5 k)

gilt
(d¢)x(0ﬁ(€)) = (d(b)x(f °dy) (Definition von o)
= ZodXo(q)*) (Definition von (d¢) )
Nach 4.2.3 induziert der k-Algebra-Homomorphismus ¢*: k[Y] — k[X] die uber k[Y]
lineare Abbildung
welche durch die Kommutativitiat des Diagramms
k
k[Y] (L) k[X]
0wl Loy
o ) o
KIYIk —7 “k[X)k
festgelegt ist. Es gilt also dXO(q)*) = (q)*)OOdY. Wir setzen ein und erhalten

—fo *Oo
(@) (al)) = Lo 0ed,,

= B(lo(0*)") (Definition von f)
= B(@90)*@)  (Definition von ((¢*)0)*
Weil dies fur jedes ¢ gilt, folgt
(dg) oo = Be((¢)"r*.

Das Diagramm ist somit kommutativ.
QED.
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4.3.6 Satz: dominante und separable Morphismen 68

Sei ¢: X — Y eine regulare Abbildung von irreduziblen Varietaten. Dann gelten die

folgenden Aussagen.

(1) Sei x € X ein nicht-singularer Punkt von X, dessen Bild ¢(x) € Y ein nicht-
singuldrer Punkt von Y ist. Weiter sei das Differential von ¢ in x surjektiv,

d¢X: TXX —> Tq)(x) Y.

Dann ist ¢ dominant und separabel.
(i1)  Sei ¢ dominant und separabel. Dann ist die Menge
{x € X | x nicht-singular in X, ¢(x) nicht-singular in Y und d(])X surjektiv}
nicht-leer und offen.
Beweis.1. Schritt. Fir jede nicht-leere offene Teilmenge X’ C X und jede nicht-leere

offene Teilmenge Y’ C Y enthialt der Durchschnitt X (1) q)'l(Y’)

einen nicht-singularen Punkt von X, dessen Bild bei ¢ ein nicht-
singularer Punkt von Y ist.

Wir konnen X’ durch den Durchschnitt mit der Menge der nicht-singularen Punkte von
X ersetzen und Y’ durch den Durchschnitt mit der Menge der nicht-singuldren Punkte
von Y. Diese Durchschnitte sind wieder offene Teilmengen von X bzw. Y, und sie sind

nicht-leer, weil X und Y irreduzibel sind (vgl. 4.3.3 B (ii)). Damit ist auch ¢'1(Y’)
nicht leer und offen in X, also ist auch

X Nl
nicht leer. Weil in X’ und Y’ keine singuldren Punkte liegen, hat jeder Punkt aus diesem
Durchschnitt die geforderte Eigenschatft.

2. Schritt. Fur jeden nicht-singuldren Punkt x € X mit ¢(x) nicht-singulér gibt es
offene Umgebungen U C X von x und V C Y von ¢(x) mit

o) TV

und derart, daf3 die folgenden Bedingungen erfullt sind.
1. U und V sind affin und glatt.

2. QU ist ein freier k|U]-Modul vom Rang d := dim U = dim X.

3. QV ist ein freier k[V]-Modul vom Rang e :=dim V =dim Y.
Ist die Einschrankung ¢IU: U — V dominant, so ist auch ¢ dominant.

Ist die Einschrankung ¢|U: U — V dominant und separabel, so auch ¢.

Seien V C Y eine affine offene Umgebung von ¢(x) und U C ¢‘1(V) eine affine

offene Umgebung von x. Nach 4.3.3 B (i) und (ii) konnen wir U und V so klein
wihlen, da3 die Bedinungen 1-3 erfullt sind.

Sei ¢|U: U — V dominant. Dann ist ¢(U) eine in V dicht liegende Teilmenge. Fur jede

nicht-leere offene Teilmenge V’ von Y ist auch V( |V’ nicht leer und offen (weil Y
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irreduzibel ist), also ist (U) () V () V’ nicht leer (weil ¢(U) dicht liegt in V). Erst
recht ist dann auch

o) MV
nicht leer. Weil dies fur jede nicht-leere offene Teilmenge V’ von Y gilt, liegt ¢(X) dicht
in Y. Wir haben gezeigt, dal mit (I)IU auch ¢ dominant ist.

Sei jetzt q)IU dominant und separabel. Dann ist k(U) eine separabel erzeugte

Korpererweiterung von k(V). Nach Definition des rationalen Funktionenkorpers einer
irreduziblen Varietat ist aber

k(X) = k(U) und k(Y) = k(V)
(vgl. 1.8.1.1), d.h. k(X) ist eine separabel erzeugte Korpererweiterung von k(Y), d.h.

¢ ist separabel (vgl. Bemerkung 4.3.5 (ii)).
3. Schritt.

(@) Sei x € X ein Punkt mit den folgenden Eigenschaften.
1. x ist nicbt-singuldrer Punkt von X.

2. ¢p(x) ist nicht-singularer Punkt von Y.
3. dq)x: TXX — Tq)(x)

Dann gibt es eine offene Umgebung W C X von x mit der Eigenschaft,
da3

Y ist surjektiv.

dq)x,: Tx’X — Tq)(x’)Y

surjektiv ist fur alle x> € W.
(b) Ist unter den Bedingungen von (a) der Morphismus ¢ dominant, so ist ¢
sogar separabel.
(©) Ist ¢ ein separabler dominanter Morphismus, so gibt es einen Punkt
xEX, fur welchen die Bedingungen 1-3 von (a) erfullt sind.
Zu (a) und (b). Wir konnen X und Y durch die nach dem zweiten Schritt existierenden

offenen Umgebung U bzw. V ersetzen und ¢ durch die Einschriankung q>|U: U—YV,
und damit annehmen, daf} die Zusatzbedingungen 1-3 des zweiten Schritts erfullt sind
furU=Xund V=Y.
Wir betrachten die durch ¢: X — Y induzierte k[Y]-lineare Abbildung (2) von
Bemerkung 4.3.5 (ii),
@9 @y — Q. d (D) b dy (4*(D). (1)
und die zugehorige k[X]-lineare Abbildung (3) von 4.3.5 (ii),
: (650
P: QY®k[Y]k[X] — QX, 0®f B fo(¢*) ().
derselben Bemerkung. Letztere bildet freie k[ X]-Moduln endlichen Rangs ineinander
ab. Indem wir Basen dieser Moduln fixieren, konnen wir 1 durch eine dxe-Matrix

A€M, (KIX])

mit Eintragen aus k[X] beschreiben. Als dxe-Matrix mit Eintragen in k(X) hat A einen
Rang < e,

tk A =<e.
Fur jeden Punkt

X eX
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konnen wir den Funktor ®k[X]kx’ auf ¢ anwenden und erhalten die k-lineare
Abbildung
k 0 Y ’ ~ )
0)00): Q00 = Qu By k> A (x). 2)
(von Bemerkung 4.3.5(iii)), welche durch die Matrix A(x”) gegeben ist. Das Dual
dieser Abbildung ist nach Bemerkung 4.3.5 (iv) gerade das Differential dq)x, von ¢ im

Punkt x’. Dieses Differential ist fur x’ = x nach Voraussetzung surjektiv. Also ist das

Dual (2) des Differentials fur x* = x injektiv. Die dxe-Matrix A(x) hat deshalb den
maximalen Rang
tk A(x) =e. (3)

Es gibt eine exe-Teilmatrix von A mit von Null verschiedener Determinante im Punkt x.
Diese Determinante ist auch in einer offenen Umgebung, sagen wir

x €W C X, W offen
von Null verschieden, d.h. es gilt

rk A(x’) =e furalle x’ € W.
Weil die Matrix der k-linearen Abbildung (2) bezuiglich der fixierten Basis gleich A(x”)

ist, und der Rang von A(x’) fur x> € W gleich e ist, ist (2) injektiv fur diese Punkte x’,
(2) ist injektiv fur jedes x’ € W.
Das Dual von (2) ist folglich fur diese Punkte x” surjektiv,
d¢X,: TX,X — Tq)(x’)Y ist surjektiv fur jedes x> € W.
Damit ist Aussage (a) des dritten Schritts bewiesen.
Wir nehmen jetzt zusitzlich an, da} ¢: X — Y dominant ist.

Fur beliebige Punkte x” € X gilt rk A(x”) =tk A (vgl. zum Beispiel den Anfang des

Beweises von 4.3.2 (i1)). Wegen (3) hat die dxe-Matrix A den Rang
rtk A=e.
Insbesondere ist die durch A definierte k[ X]-lineare Abbildung

. (b0
P: QY®k[Y]k[X] — QX, 0®f B f+(¢*)" (),
injektiv. Wir wenden den exakten Funktor ®k[X]k(X) an und erhalten die Injektiviat
von
o(&*)0
QY®k[Y] k(X) — Qk(X)/k , 0t b fo(¢p*) (W), 4)

(vgl. 4.2.5 Aufgabe 3). Weil ¢ dominant sein soll, konnen wir k(Y) als Teilkorper von
k(X) auffassen, k(X) mit k(Y)®k (Y)k(X) identifizieren und den Definitionsbereich von
(4) mit

Q,® k(X) =Q,® k(Y)®

Y TK[Y] Y TK[Y] kX)

k(Y)

= Qk(Y)/k (vgl. 4.2.5 Aufgabe 3)

Dadurch bekommt die injektive Abbildung (4) die Gestalt

Qk ) /k®k(Y) kX) — Qk XK WXf” T ’-dk Xk

Dies ist gerade der Homomorphismus o der ersten fundamentalen exakten Sequenz

4.2.6 zu den Korpererweiterungen k & k(Y) & k(X). Nach 4.2.11 ist die

Korpererweiterung k(X)/k(Y) separabel erzeugt, also ¢: X — Y ein separabler
Morphismus (vgl. Bemerkung 4.3.5(ii)).
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Zu (c). Sei jetzt ¢ ein separabler dominanter Morphismus. Nach dem ersten Schritt gibt
es einen nicht-singuldaren Punkt x € X mit ¢(x) nicht-singular in Y. Nach dem zweiten

Schritt gibt es offene Umgebungen U C X von x und V C Y von ¢(x) mit

o) TV

und derart, daf3 die folgenden Bedingungen erfullt sind.
1. U und V sind affin und glatt.

2. QU ist ein freier k[U]-Modul vom Rang d := dim U = dim X.

3. QV ist ein freier k[V]-Modul vom Rang e :=dim V=dim Y.

Fur jede nicht-leere offene Teilmenge V’ von V ist ¢(X)( )V nicht leer (weil ¢

dominant ist). Also ist q)'l(V’) eine nicht leere offene Teilmenge von X. Weil X
irreduzibel ist, ist auch U[) ¢'1(V’) nicht leer, d.h. auch

dU)YNV # d.
Da dies fur alle nicht-leeren offenen Teilmengen V’ von V gilt, ist die Einschrankung

q)IU: U—YV

dominant. Weil ¢ separabel ist, ist k(X) eine separabel erzeugte Korpererweiterung von
k(Y) (vgl. Bemerkung 4.3.5 (ii)). Wegen k(X) = k(U) und k(Y) = k(V) (vgl. 1.8.1.1)
gilt dasselbe fur k(U) uiber k(V). Also ist auch ¢|U separabler dominanter Morphismus.

Wir konnen also zum Beweis von (c) den Morphismus ¢ durch die Einschrankung q)lU

ersetzen und annehmen, es gilt
1. X und Y sind affin und glatt.

2. QX ist ein freier k[ X]-Modul vom Rang d = dim X.

3. QY ist ein freier k[Y]-Modul vom Rang e = dim Y.

Nach 4.2.11 ist der linke Homomorphismus

@ Qe vk K — o
der fundamentalen ersten Sequenz 4.2.6 zu den Korpererweiterungen

k S k(YY) S k(X)
injektiv. Betrachten wir das kommutative Diagramm

Qk(Y)/k®k(Y) k(X)/k dk(Y)/k(g)®f P dk(X)/k(cl)*(g))

T T t 1t

v d (@®f 1> d ©*(2))
Qk[Y]/k®k[Y]k[X] — Qk[x]/k K[Y]K® k[X]/k (e

Die obere Zeile des Diagramms entsteht aus der unteren durch Anwenden des Funktors
®k[X]k(X) (vgl. 4.2.5 Aufgabe 3). Da die Moduln der unteren Zeile frei vom Rang e

bzw. d sind, kann man die vertikalen Abbildungen identifizieren mit den naturlichen
Abbildungen

(04
k(X) — Q

K[X]€ —s k(X)® bzw. k[X]9 — k)4
Weil X irreduzibel ist, d.h. k[X] ist nullteilerfrei und die naturliche Abbildung
K[X] — k(X)
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in den Quotientenkorper ist injektiv, sind auch die vertikalen Abbildungen des
Diagramms injektiv. Mit der oberen Zeile ist damit auch die untere Zeile des Diagramms
injektiv, d.h. die k[X]-lineare Abbildung

: ()0
: Q8 3 KIXT—> Q. 08f b £2() (),
ist injektiv. Da die beteiligten k[X]-Moduln frei vom Rang e bzw. d sind, kann man

durch Wabhl einer Basis die Abbildung durch eine dxe-Matrix A mit Eintragena aus k[X]

beschreiben. Weil die Abbildung injektiv ist, hat A den maximalen Rang e,
tk A =e.

Es gibt also eine exe-Teilmatrix von A, deren Determinante eine von O verschiedene

Funktion aus k[X] ist, d.h. die Determinante ist in einem Punkt x € X ungleich 0. Fur

diesen Punkt x gilt
rk A(x) =e.
Wie wir im Beweis von (a) gesehen haben, bedeutet dies, das Differential

dq)X: TXX —T o (x)Y
von ¢ im Punkt x ist surjektiv. Damit ist auch Aussage (c) bewiesen.

4. Schritt. Beweis von Aussage (i).

Auf Grund von Aussage (a) des dritten Schnitts gibt es eine offene Umgebung W C X
des Punktes x derart, da3 das Differential

dq)X,: TX,X — T¢(x’)Y
surjektiv ist fur jeden Punkt
x € W.

Auf Grund der Aussage (b) des dritten Schritts reicht es zu zeigen, daBl ¢ dominant ist.

Angenommen, ¢ ist nicht dominant. Dann ist die AbschlieBung ¢(X) des Bildes von ¢
eine echte abgeschlossene Teilvarietat der irreduziben Varietat Y. Nach 1.8.2 hat jede

irreduzible Komponente von ¢(X) eine Dimension < dim Y,
dim ¢(X) <dim Y =e. 5)
Die Menge
ZC o(X)
der nicht-singuliren Punkte von ¢(X) ist eine nicht-leere offene Teilmenge von ¢(X)
(nach 4.3.3 B(ii)). Weil ¢(X) dicht liegt in qTX) ist (X) () Z nicht leer, d.h.

0@

ist eine nicht-leere offene Teilmenge von X. Weil X irreduzibel ist, ist der Durchschnitt

ol@Nw
mit der offenen Umgebung W von x nicht leer. Fur x” aus diesem Durchschnitt ist das
Differential
dq)x,: TX,X —» T¢(X,)Y
surjektiv (nach Definition von W) und
¢(x’) ist ein nicht-singularer Punkt von ¢(X) (6)

(nach Definition von Z). Weil sich ¢ uber ¢p(X) faktorisiert, faktorisiert sich d(bx, uber

T )20
dp T X—T ,)qﬁ —T, Y.

d(x O(x)
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Dabei wird die Abbildung rechts induziert durch die natirliche Einbettung ¢p(X) & Y
und ist deshalb injektiv (vgl. 4.1.9 Aufgabe 4). Mit dq)X, ist auch diese Injektion
surjektiv, d.h. es gilt

dim, T o (X,)¢(X) =dim, T o (X,)Y (7
Weiter gilt
dimY > dim, »(X) (nach (5))
= d?mk T o (X,)qTX) (nach (6))
= d1mk T o (x’)Y (nach (7))
=dimY (weil Y glatt ist).

Dieser Widerspruch zeigt, da3 unser Annahme falsch sein muf3, also ¢ dominant sein
mubf.
5. Schritt. Beweis von Aussage (ii).

Weil ¢ nach Voraussetzung dominant und separabel ist, gibt es nach Aussage (c) des
dritten Schritts einen Punkt x € X, welcher den folgenden Bedingungen geniigt

1. x ist nicbt-singularer Punkt von X.

2. ¢p(x) ist nicht-singularer Punkt von Y.

3.do T X— T,

Die Menge von (ii) ist somit nicht leer. Wir haben noch zu zeigen, die Menge ist offen.
Dazu betrachten wir die folgenden Mengen.

U sei die Menge der nicht-singularen Punkte von X.

V sei die Menge der nicht-singujlaren Punkte von Y.

W sei die Menge der Punkte von X, in welchen das Differential von ¢ surjektiv ist.
Wir haben zu zeigen

UM Levy M W st offen in X.

Nach 4.3.3 B (ii) ist U offen in X und V offen in Y, also Uﬂq)'l(V) offen in X. Zum
Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, fur jeden Punkt x aus

uNelvNw ®)

gibt es eine offene Umgebung von x, die ganz in W liegt (denn dann liegt der

Y ist surjektiv.

Durchschnitt dieser Umgebung Uﬂq)'l(V) ganz in (8)). Eine solche Umgebung von x
gibt es aber nach Aussage (a) des dritten Schritts tatsachlich.

Bemerkungen.
(a) Die Argumentation im Original weicht von der obigen ab.Es wird dort nur

erwahnt, daB} aus der Injektivitat der Abbildung { am Anfang des Beweises des
dritten Schritts die von Abbildung (1) folgt, ohne die Annahme der Dominanz von
¢. Umkehrt wird aus der Injektivitat von (1) auf die Dominanz von ¢ geschlossen.
Es ist nicht klar, wie der Schlu3 von der Injektivitat von vy auf die die von (1)

ohne die Dominanz von ¢ funktionieren soll. Hat namlich ¢*: k[Y] — k[X] den
nicht-trivialen Kern I, so ist auch

I-QY#O

(weil Q, frei ist uber k[Y]) und liegt im Kern der naturlichen Abbildung

Y

QY — QY®k[Y]k[X], 0P 0®1,
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also erst recht im Kern von (1)). Es gilt namlich

- Q@ kIX] = Q) ® o KIXIFL (wegen C K[Y))
=Qy®,y"
= 0.

Ist ¢ dominant, so ist der Schluf von der Injektivitat von y auf die der Abbildung
(1) nicht schwer. Betrachten wir die naturliche Abbilgung

E:QY — QY®k[Y]k[X], 0P o®l1,

Sei ml,...,me eine Basis von QY uber k[Y], also 0)1®1,...,u)e®1 eine Basis
von QY®k[Y]k[X] uber k[X]. Dann konnen wir € durch Zusammensetzen mit
Isomorphismen mit der Abbildung

= E =
e e
kY] —Q, — QY®k[Y]k[X] — k[X] 4)

f o)

1 e e e 1

b Ylo. p Ylo®l= Y (0.81)¢*f)

£ =1t Et ! i=1 ! x

e ¢*(E)

identifizieren. Diese Abbildung ist injektiv, weil ¢ dominant, d.h. weil
o*: k[Y] — k[X]
injektiv sein soll. Weil die erste der drei Abbildungen (4) surjektiv ist, folgt die
Injektivitat von E. Mit & und v ist auch die Zusammensetzung
@9 =pE @, — Q
injektiv, d.h. (1) ist injektiv.

X

QED.

4.3.7 Satz: Eigenschaften homogener Raume 69
Sei G eine zusammenhéngende algebraische Gruppe. Dann gelten folgende Aussagen.

@
(i)

(111)

Jeder homogene G-Raum (vgl. 2.3.1) ist irreduzibel und glatt. Insbesondere ist G
glatt.

Sei ¢: X — Y ein Morphismus von homogenen Raume bezuglich G. Dann ist ¢

surjektiv (also insbesondere dominant) und die folgenden Aussagen sind
aquivalent.

(a) ¢ ist separabel.
(b) Es gibt ein xEX, fur welches das Differential

d(I)X: TXX — T 0 (X)Y

von ¢ in x surjektiv ist.

Sind diese Bedingungen erfullt, so ist das Differential von ¢ in jedem Punkt von
X surjektiv.

Sei ¢: G —> G’ ein surjektiver Homomorphismus von algebraischen Gruppen.

dann ist ¢ genau dann separabel, wenn d(])e surjektiv ist.

Beweis. Zu (i). Seien X ein homogener G-Raum und

aGxX—X, (gx) » gx,
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die Operation von G auf X. Fur jeden Punkt x € X definiert dann die Einschrankung
der regularen Abbildung a auf Gx{x} eine surjektive reguldare Abbildung

P:G— X, g b gx.
Nach Voraussetzung ist G zusammenhangend, also irreduzibel. Als reguléres Bild
einer irreduziblen Varietét ist dann aber auch
X irreduzibel
(vgl. 1.2.3 (ii)).
Wir haben noch zu zeigen, jeder Punkt von X ist nicht-singular. Nach 4.3.3 (ii) B gibt
es einen nicht-singuldren Punkt von X, sagen wir

Xy € X ist nicht-singular.

Sei jetzt x € X beliebig vorgegeben. Weil X ein homogener G-Raum ist, gibt es ein
¢E€G mit
X =goX.
Die Multiplikation mit g definiert eine reguldare Abbildung
P:X — X, X' gex’,

1

genauso wie die Multiplikation mit g, welche invers ist zu 1. Deshalb ist y ein

Isomorphismus algebraischer Varietiten. Insbesondere ist das Differential von 1 in x

0
ein k-linearer Isomorphismus
dp :T X—T , X=T _=TX
X0 X lp(xo) gx, X
(vgl. Bemerkungen 4.1.3(ii) und (iii)).
Es folgt
dimX X=dimX = dimX X (X st irreduzibel)
0
= dimk TX X (XO ist nicht singularer Punkt von X, vgl. 4.1.7)
0
=dim, T X (dyp_  ist k-linearer Isomorphismus)
k x Xy
Also ist auch x ein nicht-singularer Punkt von X. Da dies fur jeden Punkt x von X gilt,
ist X glatt.

Zu (i1). Nach (i) sind X und Y glatte irreduzible Varietéten.

Seiy €Y ein vorgegebener Punkt. Wir wihlen einen Punkt aus dem Bild von ¢, sagen
wir

Yo = ¢(x0) mit X0 e X.

Weil Y ein homogener Raum ist, gibt es ein g € G mit

y=2%v
Es folgt
q)(g’xo) = g-cl)(xo) (¢ 1st ein G-Morphismus, vgl. 2.3.1)
=8y, (nach Wahl von xO)
=y (nach Wahl von g).

Der vorgegebene Punkt y liegt im Bild von ¢, d.h. ¢ ist surjektiv.
(a) = (b). Weil X und Y glatt sind, folgt dies aus 4.3.6 (ii).

(b) = (a). Weil X und Y glatt sind, ist dies die Aussage von 4.3.6 (i).
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Wir haben noch zu zeigen, aus der Surjektivitat des Differentials von ¢ in einem Punkt
folgt dessen Surjektivitat in allen Punkten. Sei also

XOEX

ein Punkt, in welchem das Differential surjektiv ist,
dp :T. X—T X ist surjektiv.
o %o o(xg)
Fir jedes x € X gibt es dann ein g € G mit
= gOX
*0
Wir betrachten die Isomorphismen

a: X i) X, X' gex,und B: Y i) Y,y & gy’
Fur x” € X gilt
dla(x*)) = (gx’)
=g p(x’) (¢ ist ein G-Morphismus, vgl. 2.3.1)

= P(p(x7)),
d.h. das Diagramm

o
X —X
ol o
Y —> Y
Wir gehen zu den Differentialen tiber und erhalten das kommutative Diagramm
doy
T X — 0 1t X
(%)
dq) l ldq)(l(x
0 g oy
¢( ) B(d)( )) Pla(x))

(vgl. Bemerkung 4.1.3 (11)). Nach Wahl von x . ist die linke vertikale Abbildung des

0

Diagramms surjektiv. Weil o und § Isomorphismen von algebraischen Varietaten sind,
sind deren Differentiale k-lineare Isomorphismen. Deshalb ist auch die rechte vertikale
Abbildung des Diagramms surjektiv. Wegen

a(xo) = g%y =X
konnen wir diese Surjektion auch in der Gestalt

d(I)X: TXX —»T 0 (X)Y

schreiben. Das Differential von ¢ ist somit in jedem beliebigen Punkt x € X surjektiv.

Zu (iii). Ein surjektiver Homomorphismus ¢: G —» G’ von algebraischen Gruppen
macht G’ zu einem homogenen G-Raum. Betrachtet man G als G-Raum bezuiglich der

Multiplikation von Links, so wird ¢ zu einem Morphismus homogener Raume. Aussage
(iii) ist damit ein Spezialfall von Aussage (ii).
QED.
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4.4 Lie-Algebren linearer algebraischer Grupppen 69

4.4.1 Operationen von G auf Q_, und TeG 69

G

4.4.1A Die Operationen A\, p:G — Autk(Q 69

G’
Sei G eine lineare algebraische Gruppe. Wir bezeichnen mit
rnG— Autk(k[G]), g B Mg), mit (Mg)H(x) = f(g'l-x) fur fek[G],g,xeG
und
p:G— Autk(k[G]), g » p(g), mit (p(g)H)(x) = f(xg) fur fEk[G], g.x € G

die Darstellungen von G in

A :=Kk[G]
durch Linkstranslationen bzw. Rechtstranslationen (vgl. 2.3.6 B und 2.3.5). Wie
bisher werden wir das Tensorprodukt

A®kA =k[Gx(G]

mit dem Koordinatenring des Produkts GXG identifizieren, d.h. fur f,gEA werden wir

keinen Unterschied zwischen dem Element f®g € A®kA und der regularen Abbildung

f®g: GxG — Al (xy) b f(0)-g(y) = m(F®L)(x.y),
machen (vgl. 1.5.2 (iv)). Dabei bezeichne
m: A®kA — A, f®g » feog,
den k-Algebra-Homomorphismus, welcher induziert wird durch Multiplikation
AxXA—A, (fg) b fog
der Algebra A (welche bilinear uiber k ist).

Bemerkungen
(i) Der Kern des k-Algebra-Homomorphismus m,

I := Ker(m: A®kA — A, {®g 1 fog)
ist gerade das Ideal der Diagonalen, d.h. der abgeschlossenen Teilvarietiat
A:AGz{(x,X)IXEG}gGXG
des Produkts von G mit sich selbst.
(i)  Fur jeden Punkt x € G bilden die k-Algebra-Automorphismen
AX)®MX): k[GXG] — k[GXG], f®g » AX)f ® MXx)g,
und
PX)®p(x): k[GXG] — k[GXG], {®g = p(x)f ® p(x)g,
das Ideal I (und damit auch 12) in sich ab.
(iii) Die k-Algebra-Automorphismen von (ii) induzieren - weil sie I und 12 in sich

uberfuhren, k-lineare Isomorphismen von I/I2 =Q Ak Q G’ welche wir

ebenfalls mit A(x) bzw. p(x) bezeichnen,

M) @ — Qs frd g b (MDA (X))
bzw.

PO0: Qg — Qg Frdg b (PN (P(X)R).

Diese Abbildungen definieren Gruppen-Homomorphismen
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A G — Aut (Qp), g b Mg), und p: G — Aut, (), g b ¥(g),

d.h. Darstellungen von G in € G

(iv) Fur beliebige f, g € k[G] und beliebige x € G gilt
AMx)(fedg) = (Mx)D)+d(Mx)g) und p(x)(f+dg) = (p(x)f)+d(p(x)g)
Insbesondere kommutiert das naturliche Differential

d= dG: k[G] — QG

mit den Automorphismen A(x) und p(x) von G’ d.h. es ist

Mx)(dg) = d(Mx)g) und p(x)(dg) = d(p(x)g)
fur beliebige g € k[X] und beliebige x € G.

(v) Die Darstellungen A und p von (iii) sind lokal endlich.
Beweis. Zu (i). Siehe 1.6.5 und Bemerkung 1.6.9L(i).
Zu (ii). Fur
r
.2 fi® g el
=1
und x,y € G gilt

r T
AN 3 £®2N6Y) = (3 MOL® Mxg)(y.y)

i=1 i=1

r
= (3 A)WE® (AMx)g)y)
i=1

r
> fi(x'l-y)® gi(x'1 °y)  (Definition von A(X))
i=1
d 1o 1
(3 L@ )X ey, X "ey)
=1 !
=0.

Das letzte Gleichheitszeichen gilt wegen (1) und (x'l’y, X'l-y) € A. Analog ist

T T
(PCO®PI( 3 £®N(5Y) = (T pEOL® p(0g)(y.y)
i=1 i=1

r
(3 (PCNME® (P(IZ)Y)
i=1

r
> fi(yox)® gi(yox) (Definition von A(x))
i=1
r
= (2 £®g)(yx,yx)
i=1

=0
(wegen (1) und (y+x,y*x) € A).
Zu (iii) und (iv). Als k[G]-Modul wird

6= 61K
(vgl. 4.3.3) von den Elementen der Gestalt

ey
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dg=g®1 - 1®g mod 12 mit g € K[G]

erzeugt (vgl. Bemerkung 4.2.1 (iii)), als k-Vektorraum somit von den Elementen der
Gestalt

fedie =f(e®1- 1®g) mod 12 mit f,g € k[G]

= (feg)®1 - f{®g mod 12
Fur die durch AM(x)®A(x) induzierte Abbildung erhalten wir also
7\(X)°(f°ng) = (7»(X)®7»(X))(f°ng)

M)A (Fe2)®] - f@g) mod 12
= (MOE )X - MODB(Ax)g) mod 12,
Weil A(x) ein Homomorphismus von k-Algebren ist, folgt
A)+(fd52) = (MOFARDI®T - AEDB(A(X)g) mod I

= MXDMX)D®1 - 1®(A(x)g) mod 12
= 0N+d (M0
Die Rechnung fur p anstelle von A ist analog. Damit ist Bemerkung (iv) bewiesen und
die Abbildungsvorschriften fur
Mx): Q c— Q G G

sind die in (iii) angegebenen. Es bleibt noch zu zeigen, daf} auf diese Weise Gruppen-
Homomorphismen

A G — Aut (Q-), g b Mg), und p: G — Aut, (Q5), g » p(2),

definierte sind. Das ist aber der Fall, weil die Linkstranslation und Rechtstranslation
Gruppen-Homomorphismen

G — Autk(k[G]), g Mg),und p: G — Autk(k[G]), g B p(g),
definieren (vgl. Bemerkungen 2.3.5 (i) und (ii) und 2.3.2 Beispiel 2).
Genauer, fur x,y € G und f, g € k[G] gilt

Mxey)(fedg) = (Mxey)D)d (M(x*y)g)
= (MX)*My)D)+d(AM(x)*A(y)*2)
= MX)My)D)=d(My)+g)

= Mx)(M(y)(f-dg)
Da dies fur beliebige f und g gilt und die auftretenden Abbildungen k-linear sind, folgt

A(xey) = MXx)°M(y) fur x,y € G.

Trivialerweise operiert A(e) wie die identische Abbildung auf Q

und p(x): QG — Q

G Wir haben gezeigt,

NG — Autk(k[G])
ist ein Gruppen-Homomorphismus. Die Argumentation fur p ist analog.
Zu (v). Weil die Elemente der Gestalt
f-ng mit f, g € k[X] )
als k-Vektorraum erzeugen (vgl. den Anfang des Beweises von (ii1)), reicht es zu

zeigen, daB jedes dieser Elemente in einem G-stabilen k-linearen Unterraum V C Q G
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endlicher Dimension liegt (bezuiglich der Operationen A und p). Weil die Darstellungen
MG — Autk(k[G]) und p: G — Autk(k[G])

lokal endlich sind (nach 2.3.6 A und B), gibt es endlich-dimensionale k-lineare
Unterraume

V, W C k[G]
mit
feEVundge W.
Die Abbildung
VW — QG = Qk[G]/k’ (a,b) » a-dGb,
ist bilinear iber k (weil d G eine k-lineare Abbildung ist) und das Differential (2) liegt im
Bild der Abbildung, und damit auch im Bild der induzierten k-linearen Abbildung
cp:V®kW — QG = Qk[G]/k’ a®b a-dGb,
Nach (iv) sind die folgenden Diagramme fur jedes x € G kommutativ.
¢ ¢
V®kW — Q G V®kW — Q G
M@ K(x) | [R¥ES P(X)®p(x)] Lpo
® ®
V®kW — Q G V®kW — Q G
a®b =3 asdb a®b (=3 a-db
2 N2 2 N2
(Mx)2)@(Mx)b) = (Mx)a)+d(AM(x)b) (P(x)2)®(p(x)b) K (p(x)a)+d(p(x)b)

Das bedeutet aber, das Bild von V®kW bei @ ist stabil bezuiglich der beiden

Operationen von G auf Q
QED.

G

4.4.1B Die Operation Ad: G —» Autk(TeG) 69

Sei G eine lineare algebraische Gruppe. Fur jedes g € G ist die Abbildung

Int(g): G — G, x ng_l,

ein Automorphismus von linearen algebraischen Gruppen, welcher das neutrale Element
e in sich abbildet. Das Differential von Int(g) im neutralen Element wird mit

Ad(g) = d(Int(g))e: TeG — TeG (D)

D b Delnt(g)*

bezeichnet.
Bemerkungen

(i) Die Abbildung (1) ist fur jedes g € G ein k-linearer Isomorphismus und
Ad: G — Aut, (T G), g » Ad(g),

ein Gruppen-Homomorphismus.
(1) Der Gruppen-Homomorphismus Ad induziert einen Gruppen-Homomorphismus

Ad*: G —s Aut, (T G, g b (€ 1> CoAd(e)).
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(iii)  Sei Mx C K[G] das Ideal der regulidren Funktionen auf G, welche in x € G

gleich Null sind. Dann konnen wir den Tangentialraum TeG identifizieren mit
dem Dual des Vektorraums Me/Mg,

Homk(Me/Mg, k) — T _G = Der, (k[G]. k). (b (fp (D)),
mit
8(f) := (F-f(e) mod M) € Me/Mg,

also auch den Kotangentialraum (TeG)* mit Me/Mg. Wir erhalten so eine k-
lineare Abbildung )
| o: k[G] — Me/Me = (TeG)*
mit
d()(X) = X(f)
fur jede reguldre Funktion f € k[G] und jeden Tangentialvektor X € TeG'
Beweis. Zu (i). Es gilt

Ad(geh) = dIn‘[(g-h)e = d(Int(g)°Int(h)) o= dInt(g)GOdInt(h)e
= Ad(g)°Ad(h)
und trivialerweise erhalten wir fur das neutrale Element

Ad(e) =1Id

die identische Abbildung von TeG.
Zu (ii). Nach Definition ist
Ad¥(g)l = loAd(g™h).
fur beliebige g¢€G und ¢ € (TeG)*. Fiurg,h€Gund{ € (TeG)>’< folgt

Ad*(gh)¢ = loAd((gh)™ 1 (Definition von Ad¥)
= loAdh e ]
= loAd(h DeAde ! (Ad ist Gruppen-Homorphismus)
= (Ad*()¥)oAd(g™ (Definition von Ad*)
= Ad*(g)* (Ad*(h){) (Definition von Ad*)
= (Ad*(g)°Ad*(h))¢

also
Ad*(gh) = Ad*(g)°Ad*(h),

d.h. Ad* ist tatsachlich ein Gruppen-Homomorphismus.
Zu (iii). Dies ist ein Spezialfall von 4.1.4.
QED.

4.4.2 Die Trivialisierung des Kotangentialbundels 70

Sei G eine lineare algebraische Gruppe. Dann gibt es einen Isomorphismus von k[G]-
Moduln

D: QG — k[G]®k(TeG)*,

wobei die Modulstruktur rechts vom ersten Faktor kommt, mit den folgenden
Eigenschaften.
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Fur jedes x € G gilt
DoA(x)o® ™ = Mx)®Id und Pop(x)e®@! = p(x)®(Ad x)*.
(siehe 4.4.1A zur Definition von A, p und Ad¥).

Fur f €k[G] und Af=Y fi®gi € gilt
i

o(df) = - 3 £.®dg..
1

Dabei seien
A: k[G] — k[G] ®kk[G]
die Komultiplikation von G und
o: k[G] — (TeG)* = Me/Mg, fr» X X()=f-f(e) mod Mg)
die in Bemerkung 4.4.1B (iii) definierte Abbildung.

Bemerkungen

@

(i)

Der Isomorphismus @ ist ein funktorieller [Isomorphismus: fur jeden
Homomorphismus

h:G — G’
von linearen algebraischen Gruppen ist das folgende Diagramm kommutativ.

®
ES
Q = MOI®T0)

0 * *
o7 N Th*®(dn )
2 2 *
QG, = k[G ]®k(TeG )
Dabei seien @’ der zu G’ gehorige Isomorphismus, hY der durch
h*:k[G’]—k[G] induzierte Homomorphismus der Differentialmoduln (vgl.
4.2.4),
dh : TG—T,G
e e e
das Differential von h im neutralen Element e (vgl. 4.1.3) und
(dh )*: (T _,G)* — (T O)%, A éodhe,
die durch dhe auf den Kotangentialraumen induzierte (duale) Abbildung.
Ist G eine F-Gruppe, so ist der Isomorphismus uiber F definiert beziiglich der F-
Strukturen

Qs(F) =0 und (T G)*(F) := M_(F) / Me(F)2

F[G]/F
mit

Me(F) =F[G] N Me

Me = Ker(k|G]—k, f » f(e)).

Dies sind tatsachlich F-Strukturen von Q G und (TeG)>*< (vgl. auch die Definition

von (TeG)*(F) in 4.1.8 und Bemerkung 4.1.8 (ii))

Beweis des Satzes
Die Abbildung
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P: GXG — GXxG, (X,y) » (X, XY),

ist ein Isomorphismus algebraischer Varietiten. Fur beliebige g € G sind die folgenden
beiden Diagramme kommutativ.

ac b oG oG Y 6xG
-1
L xId L xL R xInt R xR (D
g ‘I’ " l g 8 g (2 )‘l’ " l g 8
GxG — GxG GxG — GxG
Dabei seien wie bisher Lg und Rg die zur g gehorigen Translationen von links bzw. von
rechts,
Lg:G—>G,X|-> gx,unng:G—>G,xl->xg.
Explizit ist
L xL )oy (x, = (L xL )(x,x
(g g)w(Y) (g g)( y)
= (gx, gxy)
=(gx, y)
=e(L xId
Pe( o )
und
R xR )oy (X, = (R xR )(x,x
(g g)w(y) (g g)( y)
= (xg, xyg) |
= (xg, Xg°g1' ye)
=y(xg, g ye)

= w°<RgxIng(g‘1) ).

Der induzierte Isomorphismus der Koordinatenringe,
V*: k[G]®, k[G] — k[G]®, kIG], (2)
ist gegeben durch
PHHE,Y) = f(x,xy)
fur x,y € G. Sei
I := Ker(m: k[G]®kk[G] — k[G], {®g » feg)
das Ideal der Diagonalen
A = {(xx) I x € G}
von GxG (vgl. Bemerkung 4.4.1A(i)). Dann gilt
Y*I = { Y*feEk[GxG] IfE T}
={foplfel}
= { fey | fEK[GXG] und f(x,x) = 0 fur x € G}
= { foy | fEK[GXG] und foy(x,e) =0 fur x € G }  (nach Definition von )
={fl (w'l)*fEk[GXG] und f(x,e) =0furx e G }
={fIfEk[GXG] und f(x,e)=0furx €EG } (Y ist ein Isomorphismus)
d.h. ¢*I ist das Ideal von Gx{e} in k[G]®kk[G], d.h.

Y =K[GI® M .
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Damit induziert der Isomorphismus (2) einen Isomorphismus von k[G]-Moduln

~ 2= 2= 2
ob: QG =1/ — k[G] ®kMe/k[G] ®kMe — k[G]®k(Me/Me)

de= f®1-1®f mod 12 B P¥*( f®1-1®f) mod k[G]®kM§

Dabei kommt der rechte Isomorphismus von der Exaktheit des Funktors k[G]®k.

Aus den kommutativen Diagrammen erhaten wir die Kommutativitat der analogen
Diagramme fur y*.

k %
KIGI® KIG] bl KIGI® KIG] KIGI® KIG] & o ® KIG]
Me@Id] oM  p@®IntgH*] To@®p(e)
k %k
KIGI® KIG] pull KIGI® kIG] KIGI® KIG] & o ® kIG]
und durch Einschrinkten auf T bzw. I2 und Faktorisieren, die der Diagramme
MM S o KIGI®, M /M> 4
[CIOM M, «— G CIOMM, G
Me)®Td] Trce) p@@Intg ] Te(e) @
kG@M/Mzas Q KIGI® M /M> @ Q
[ ] k e e <« G [ ] k e € — G
Nach 4.1.4 konnen wir Me/Mg mit dem Kotangentialraum identifizieren,
Me/Mg = (T_G*, f mod Mg B (X b X(0).

Die durch

Int(g"1)*: Me/l\/Ig — Me/Mg, f mod Mg b fo Int(g" 1) mod Mg

induzierte Abbildung des Kotangentialsraums
¢:(T_G)* —» (T_G)*
bildet den durch f mod Mg gegebenen Kotangentialvektor
(:T G —k X 6X) =X,
ab in den durch Int(g'l)*(f) mod Mg gegebenen Kotangentialvektor
9(0: T G — k. X 15 X(Int(g Ly*(1).

Wir erhalten
PO(X) = {(XeInt(g™1)*)
= {(Ade”Hx)) (vgl. 4.4.1B, Abbildung (1))
=(loAd(g (X,
also
o) = (oAd(g ™)

= Ad*(g)(0),
also
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= Ad*(g).
Damit bekommen die Diagramme (3) die Gestalt
()] ()
k[G] ®k(TeG)* «— Q G k[G] ®k(TeG)* «— Q G
Me)®1d] Tre) p@®Ad()*] Tece)
()] ()
k[G]®k(TeG)* «— Q G k[G]®k(TeG)* «— Q G

Weil ® ein Isomorphismus ist, konnen wir die Kommutativitat dieser Diagramme auch
in Gestalt der folgenden Relationen aufschreiben.

Dol(g)od | = Mg)®Id
und

Dop(g)e®”! = p(g)@Ad(R)*
Damit ist Aussage (i) bewiesen.

Nach Konstruktion ist ® die k[G]-linearer Abbildung

o: QG =11 — k[G]®k(Me/Me)

F(d ) = 4*(FO1-10) mod kIGI®, M,

fur f € k[G]. Die Bedingung Af =Y fi® g bedeutet,
i

f(xy) = 2 fi(x)-gi(y) fur x,y € G.
i

Fur x,y € G erhalten wir

P*(f®1-1®0f) (x,y) ={®1 - 1®f)(x,xy) (nach (2))
=1f(x)1 - 1-f(xy)
= f(x<e) - f(xy)

= }1; f.(x)eg.(e) - % £.(x)+g.(y)
= ? f.(0=(g,(e) - g,(y))

=- (3 £®(g, - g(©) (xy).
i
Da dies fur alle x,y € G gilt, folgt

Y*(f®1-191) =-2 1®(g, - g.(e)
1

also

B0 = (@ 1-18f) mod k[G]®kM§

2
=- % £.®(g, - g.(e)) mod k[G]®, M
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=-3 fi®6(gi) (nach 4.1.4)
i

Indem wir Me/Mf% wie in 4.1.4 mit (TeG)* identifizieren, erhalten wir die Behauptung.
QED.

Beweis der Bemerkungen

Zu (i). Wir betrachten das folgende Diagramm von regularen Abbildungen affiner
Varietaten.
G = G

il\

GxG GxG

h| hxh | Jhxn

G'xG® — GxG’

1 1/‘ /‘AG’

< )= C‘?

Dabei seien y, y’°, A G’ A G i1 und i’1 die folgenden Abbildungen.

P:GxG — GxG, (Xy) » (X,Xy), derselbe Isomorphismus wie im obigen Beweis,
P :G’xG” — G'xG’, (X,y) » (X,Xy), die analoge Abbildung fur G’.

A G: G—GxG, xp (xX), die Diagonaleinbettung von G in GXG,

AG,: G —G'xG’, xp (X,X), die Diagonaleinbettung von G’ in G’xG’,

ilz Gk GxGXx B (x,e), die Identifikation von G mit dem ersten Faktor von GXG.

1 | ‘G’ G’xXG’ X » (x,e), die Identifikation von G’ mit dem ersten Faktor von G’xG’.

An den Abbildungsvorschriften liest man ab, dal dieses Diagramm kommutativ ist. So
gilt fur das Front-Viereck:

(bxh)ey (x,y) = (hxh)(x,xy) = (h(x), h(xy)) = (h(x), h()h(y)) =}’ (h(x),h(y))
=1’e(hxh) (x.y),

die Bodenflache:

P oi’ 1(X) =P’(x,e) = (X,X)
= g ()

die Dachflache:

Pei, (0 =Pce) = (%)
= AG (x)

die linke Seitenflache:

(hxh)ei, (x) = (hxh)(x.e) = (h(x), e)
=7 | oh (x)

die rechte Seitenflache:
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(hXh)°AG(X) = (hxh)(x,x) = (h(x), h(x))
= Agoeh ()

Wir gehen zu den zugehorigen k-Algebra-Homomorphismen der Koordinatenringe tiber
und erhalten das kommutative Diagramm

k[G] = k[G]
% %
Nij N2g
w*
kIGI® kIG]  «— kIGI®,KIG]
h*T h*@h*T Th* ® h *
»%
k[G'1®,k[G’] 3’; KIG'1®, kIG']
.>l< ES
1,1/ /AG’
k[G’] = k[G’]

Insbesondere gilt
* *
h*OAG, = AGo(h*®h*),
also
* *
(h*®@h*)(Ker Ag») C Ker(Ag).
Im obigen Beweis haben wir gesehen,
*
P*(Ker AG) = k[G]®kMe'

Man beachte Ker AZ ist gerade das Ideal I, welches den Differentialmodul €2 G
definiert. Analog gilt
YP*(Ker AE,) = k[G’]®kM’e,
wenn M’e, das Ideal von k[G’] bezeichnet der Funktionen mit den Nullstelle ¢’. Als
Homomorphismus bildet h die neutralen Elemente ineinander ab, so daf3
h*( M’e,) C Me

gilt. Zusammen erhalten wir das kommutative Diagramm
P *
k[G]@kMe (E Ker(Ag)

h*®@h*] Th*®h*
e .

b b w
k[G ]®kM o Z Ker(AG,)

und damit auch das kommutative Diagramm

y @
KGI®,M/M,) < 9
h*®af Tho

%7

b 9 ’2
KIG1®, M MG) — L,
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mit & wie im obigen Beweis und @’ das Analogon zu $ fir G, Weiter ist h¥ die durch
h*®h* k[G’|®k[G’]—k[G]®k[G] induzierte Abbildung von 4.2.3. Die Abbildung o
ist durch h*: k|G’ ]—k[G] induziert, d.h. fur f* € M’e, gilt

o(f” mod M’g,) = f’oh mod Mg.
Wenn wir Me/ Mg und M’e/ M’g, wie in 4.1.4 mit dem Dual von TeG bzw. Te,G’
identifizieren, so gilt fur jedes X € TeG und jedes f” € M’e, :

a(f” mod M’g,) (X) = (f’h mod Mz)(X)

=" X(f’h)
= (Xeoh*)(f")
= ((dhe)X)(f’) (nach Definition des Differentials dhe in 4.1.3)

=" (f mod M’g,)((dhe)X).
Weil dies fur jedes X € TeG gilt folgt

a(f” mod M’g,) = (" mod M’ez,)o(dh )

e
& ?2
= (dhe)*( > mod M’,»).

Weil dies fur jedes f” € M’e, folgt

o = (dhe)*.
Das kommutative Diagramm bekommt so die Gestalt

P
1<[G]6<)k(TeG)>‘< — Q G

0
h*® (dh )*] . Th
b 2 *

k[G ]®k(Te,G ) = QG’
mit & wie im obigen Beweis und ®’ das Analogon von @ fur G’. Der Isomorphismus
® ist also tatsachlich funktoriell.

Zu (ii). 1. Schritt. Q G(F) = QF[ GI/F ist eine F-Struktur von Q G™ Qk[ GI/k
Nach der Bemerkung von 4.2.3 gilt
k®_ Q =Q Q

FFIGVF ~ “k® FIGk =261k = %6
2. Schritt, (T_GY*(F) =M _(F)/ Me(F)2 ist eine F-Struktur von (T_G)* =M _/ Mez.

Die Aussage ergibt sich aus der Aussage des ersten Schritts im Beweis von Bemerkung

4.1.8 (ii) und der Tatsache, da} e € G ein rationaler Punkt der F-Gruppe G ist (vgl.
2.1.1.1).

In den nachfolgenden Schritten betrachten wir das folgende kommutative Diagramm

" Auf Grund des Isomorphismus am Ende von 4.1.4 oder nach Bemerkung 4.4.1 B(iii)
'* Auf Grund des Isomorphismus am Ende von 4.1.4 oder nach Bemerkung 4.4.1 B(iii)
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X > X

G = G I
Wl lag T ()

GxG i) GxG I

(x,8) b (X.x°¢)
Dabei seien wie bisher i1 , A G und  die folgenden Abbildungen
ilz Gp GXGxp (xe),

AG: G—GxG,xp (X,X),

P:GxG— GxG, (xy) B (X,Xy),
und das zugehorige Diagramm der k-Algebra-Homomorphismen

k[G] = k[G] f(x,e) « f(x.,x)
* *
i t
ir] Tag .
P (x,y) 1

k[G]®, k[G] <— KkIG]®, k[G]
f(x,xy) « f(x,y)

3. Schritt. 1 ist uber F definiert, d.h. y*(F[G]®F[G]) & F[G]®F[G]).
Wir betrachten das kommutativen Diagramm
Die Abbildung vy = (id,u) ist definiert durch die Bedingungen

p1°1p =P, und p2°1p = u (die Multiplikation von G),

Damit ist y* definiert durch die Bedingungen
k k k
Y¥epy =py und P*opy = u*,

d.h. durch
P*¥(I®1) = f®1 und p*(1®f) = u*(f) fur f, g € k[G].
Es folgt
p*(f®g) =y ((f®1)-(1®g))

=P*(IR1)p*(1®g) (P* ist k-Algebra-Homomorphismus)
= (f® 1)+ w¥(2).
Weil G eine F-Gruppe ist, ist die Komultiplikation w* uber F definiert, d.h. es ist
Y*(F[G]®F[G]) = (FIGI®1D)-w(F[G])
C (FIGI®1)+(FIGI®F[G])
C FIG]®F[G]
4. Schritt. ¢ ist ein F-Isomorphismus, d.h. Y*(F[G]®F[G]) = F[G]®F[G]).
Wir haben zu zeigen, auch lp'l ist uber F definiert. Es gilt

vy = x xly),
d.h.

P, oyl = p, und p2°w'1 = pe(ixid),
also
_1 S ES _1 S . .
Y Fopy =pyund T Fopy = (I*®id)e p¥,

“)

&)
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also
w'l*(f®1) =f®1 und w'l*(l®f) = (I*®id)(w*(f)) fur f, g € k[G].

Weil G eine F-Gruppe ist, sind die Komultiplikation u* und der Antipode i* uber F
definiert, d.h. es ist

Y*(FIG]®F[G]) = (FIG]I®1)- (*®id)(uw*(F[G])
C (FIGI®1)+ (i*®id)(F[GI®F[G])
C (FIGI®D)+ i*(FIG)®id*(F[G])
C (FIGI®1)* F[G]®F[G]
C FIGI®F[G]

5. Schritt. Die Diagonalabbildung A . ist uiber F definiert, d.h. es gilt

. G
AG(FIGI®FIG]) C FIG].

Der durch A G induzierte k-Algebra-Homomorphismus

k
Ag: KIG]I®, kK[G] — K[G], (f.g) » fog,
ist gerade durch die Mulitplikation'® der k-Algebra k[G] definiert. Weil F[G] C k[G]
eine Teilalgebra von k[G], ist F[G] insbesondere multiplikativ abgeschlossen, d.h. es
%k
gilt AG(F[G]®F[G]) C F[G].

%
6. Schritt. i1 ist uber F definiert, d.h. i; (FIG]®F[G]) C FIG].

Wir konnen i1 als Zusammensetung
Ag idxe
G — GXG—— GxG
X b (X,X) b (X,€)
schreiben, wobei € die Projektion auf das neutrale Element e ist. Damit ist
k% id®e* Ag
1] =Age>id®e*): k[G]®kk[G] —— k[G]®k[G] — k[G]
f®g b f®ge) » fog(e).
nach dem funften Schritt reicht es zu zeigen id®e ist uber F definiert, d.h.
(id®e*)(FIG]®F[G]) C F[G]®F[G].

Nun ist ¢*: k[G]—k[G], f i f(e), gerade die Auswertung im neutralen Element. Weil
G eine F-Gruppe ist, ist e ein F-rationaler Punkt, d.h. es gilt
e*(F[G]) C F.
Es folgt
(id®e*)(FIG]®F[G]) = id(F[G])®e*(F[G]) C F[G]®F C F[G]®F[G].

kS
o

G

k
[

1> Wegen ploAG =id und p2°AG =id gilt A G

* *
P, = idund A Py = id, also

* *k
AG(f®1) =fund AG(1®f) =f,
also

ES ES ES ES
A (@) = AL((®)(189)) = A(® D) A(1®g) = f-g.
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7. Schritt. @ ist iiber F definiert.

Auf Grund der Schritte vier, funf und sechs erhalt man aus dem kommutativen
Diagramm (5) durch Einschranken auf die F-Strukturen ein komutatives Diagramm von
F-Algebra-Homomorphismen

F[G] = F[G]
.* k
i ¥(F) 260 ©
F[G]@FF[G] (:—F[G]®FF[G]
mit
¥ o K
k %
55 = bclrice, i ™)

WHE) = ”’*'F[G]®FF[G]

Man beachte, nach dem vierten Schritt ist die Einschrankung 1*(F) des Isomorphismus

P* tatsachlich ein Isomorphismus.
Wir setzen

k)
IF = Ker(Ag(F): F[G]®FF[G] — F[G], {®g » fog2)

Auf Grund der Kommutativitit des Diagramms (6) gilt
%
w*(F)(IF) =Keri;(F): F[G]®FF[G] — F[G], {®g » feg(e))
Zur Berechnung des Kerns auf der rechten Seite wahlen wir eine F-Vektorraumbasis
{ooi}i ey Von F[G]. Jedes Element von F[G] ®FF [G] 1aBt sich dann in der Gestalt

o= coi®fi
i€l
schreiben mit eindeutig bestimmten fiEF[G]. Liegt dieses Element liegt im Kern der

%
Abbildung i (F), so gilt

> (x)i-fi(e) =0

i€l
Weil e ein F-rationaler Punkt der F-Gruppe G ist, gilt fi(e) € F, und weil die . linear
unabhiangig uiber F sind, folgt fi(e) = 0 fur jedes i, d.h.

fi € F[G]ﬁMe = Me(F)
(nach Definition von Me und Me(F)), also
oe F[G]®MC(F).
%k

Umgekehrt liegt jedes Element von F[G]®MC(F) im Kern von il(F) (auf Grund der

%
Abbildungsvorschrift von il(F) und der Definition von Me(F)' Wir haben gezeigt,
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V(1)  =FGI®M ().
Wir erhalten ein kommutatives Diagramm
P¥hy
) )
I.—= 5 FGI® M (F)
F w*(F)ll F e
F

Nach Definition der Differentialmoduln ist I/I2 =Q G und IF/II% =Q G(F). Wie bei der

Konstruktion von ® erhalten wir Abbildungen & und D(F) fur welche das Diagramm

~

Q ¢ k[G]® M/M2
G — [Gl®, M /M)

J J
Q_.(F) —>$(F) FIGI® (M _(F)M _(F)°)
G F e e
kommutativ ist. Wie im obigen Beweis identifizieren wir Me/Mg mit (TeG)>’< vermittels

der Abbildung

MMZ = (T_G)*, f mod M 15 (X b X(£).

(vgl. 4.1.4) und vermittels der naturlichen Einbettung des zweiten Schritts

- 2 2
(T,G)*(F) =M _(HM_(F)~ &M /M,

f mod M_(F) 2 15 fmod Mg
den Vektorraum (TeG)*(F) mit dessen Bild in (TeG)* und erhalten das kommutative

Diagramm

P
Q c — k[G] ®k(TeG)>X<

) )

O(F) .
Q(F)—> FIGI®(T_G)*(F)

welches zeigt, dal @ uber F definiert ist.
QED.

4.4.3 Lie-Algebren 70

4.4.3A Definitionen

Sei F eine kommutative Algebra mit 1. Eine nicht-notwendig assoziative Algebra uiber
F ist ein F-Modul A zusammen mit einer uiber F bilinearen Abbildung

AXA— A (Xy) B Xy,
welche Produkt der Algebra A heif3t, mit

ce(xy) = (c*x)sy = xe(cy) furc EF, x,y € A.
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Wir nehmen nicht an, dall A ein Einselement besitzt. Eine Teilalgbra von A ist ein
Teilmodul mit der Eigenschaft, daf} das Produkt von je zwei Elementen des Teilmoduls
im Teilmodul liegt. Eine Teilalgebra B von A heif3t linkes bzw. rechtes Ideal von A,
wenn die folgende Implikation besteht.

xEAundyEB =3 xyEB (bzw.xEAundy €B = yx € B).

Ein zweiseitiges Ideal von A ist eine Teilalgebra, welche sowohl linkes als auch rechtes
Ideal von A ist. Fur jedes zweiseitige Ideal B von A besitzt der Faktormodul
A/B

die Struktur einer nicht-notwendig assoziativen Algebra tiber F mit

[x mod B, y mod B] := [x,y] mod B.
Der Faktormodul mit dieser Struktur heif3t Faktoralgebra von A.
Eine Lie-Algebra uibe F ist eine nicht-notwendig assoziative Algebra uiber F, deren
Produkt wir mit

[l: AxA— A, (xy) » [X, Y],
bezeichnen und welches den beiden folgenden Bedingungen genuigt.
1. [x,x] =0 fur x € A.

2. [[(x.yl.z] + [ly.z].x]+ [[z,x],y] = O fur x,y,z € A.

Wir nennen [x,y] auch Kommutator von x und y oder auch Lie-Klammer von x und y.
Die zweite Bedingung heifit Jacobi-Identitit.

Eine Lie-Algebra hei3t kommutativ, wenn der Kommutator von je zwei Elementen
gleich O ist.

Sei F ein Korper der Charakteristikt p > 0. Eine p-Operation auf einer Lie-Algebra A
uber F ist eine Abbildung
A—5A,Dp DIP]
mit den folgenden Eigenschaften.
a.  (aD)Pl=aPDIPl firaceFund D€A.
b. adDPl=@dDP furD€EA.
Dabei sei (ad D)(D’) = [D,D’] fur D,.D’ € A.

p-1
C. Formel von Jacobson. (D+D’)[p] = D[p] + D’[p] + > i'l-si(D,D’) fur D.D’ €
=1

Dabei sei 5.(D,D’) der Koeffizient von ali"!lin (ad (D+aD*)P- (D)0

' Im Buch von Springer wird s (D,D’) definiert als der Koeffizient von a'in ad (aD+D’)p_1(D’).
i
Bei Borel [3], Kapitel I, §3, Abschnitt 3.1 (russische Ausgabe) ist s (D,D’) der Koeffizient von a'in
i

ad (aD+D")P"!
was schlecht dazu pal3t, daB3 si(D,D’ ein Element der Lie-Algebra ist und (aD+D’)p_1 eine auf der
erweiterten Lie-Algebra A®FF[a] definierte Abbildung. Die fehlenden Klammern sind leider weit
verbreitet, aber mi3verstandlich.

Der Exponent von a' und der Koeffizient a vor D anstelle von D’ passen schlecht zu den Angaben im
Buch von Bourbaki [2], zu unserem Beweisen in 4.3.3 G und zu den Wikipedia-Angaben im Mai 2021
(https://en.wikipedia.org/wiki/Restricted_Lie_algebra). Das Buch von Jacobson, Lie algebras, ist mir
im Augenblick leider nicht zugénglich.
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Eine eingeschriankte Lie-Algebra oder auch p-Lie-Algebra ist eine Lie-Algebra tiber F
mit eine p-Operation.
Bemerkungen

(i)
(ii)
(iii)

(iv)
v)

Aus Bedingung 1 und der Linearitat folgt
[x,y] = - [y,x] fur x,y € A.

Die Jacobi-Identitét 146t sich in der Gestalt

[x, [y.zl] = [[x,y].z] + [y, [X, zl]
schreiben, d.h. [x, 7] ist bezuglich der Lie-Klammer eine Derivation (siehe
unten).
Jede Teilalgebra einer Lie-Algebra ist eine Lie-Algebra.
Jede Faktoralgebra einer Lie-Algebra ist eine Lie-Algebra.
Die hier angegebene Definition der p-Lie-Algebra ist nicht identisch mit der in
Bourbaki [2], Kapitel 1, Aufgaben zu §1, Aufgabe 20 angegebenen, denn die in
der Formel von Jacobson auf der rechten Seite auftretenden Koeffizienten werden
in unterschiedlicher Weise beschrieben. In der Beschreibung von Bourbaki hat die
Formel von Jacobson die Gestalt

p-1
x+y)P =xP +yP+ 3 (p-i) 1gi p-i.1(8d % ad V).
i=1 ’

=xP+yP+ %ii-lgp-i,i-l(ad x, ad y)(y).
(vgl. auch 4.4.3G (ii),llgormel (7) und (8)). Dabei ist

gp_i’i_l(x,y)
Koeffizient von Tllj_iTiZ_1 im Polynom (XT1+yT2)p -1 , d.h. der Koeffizient von
Ulim Polynom

(x+yU)PL.
Das bedeutet,

gp_i’i_l(ad x,ad y)(y)

ist der Koeffizient von U™l im Polynom
C (adx) + (ad y)*UP(y) = (ad (xryU)P Ly,
Das Gleichheitszeichen gilt in der erweiterten Algebra
A®FF[U],

die durch Tensorieren der Lie-Algebra A mit der Polynom-Algebra in einer
Unbestimmten entsteht'’. Damit stimmt die Definition von Bourbaki [2] mit der
hier angegebenen uberein,

_-1
Si(X’Y) - gp_i’i_l(ad X, ad Y)(Y)

Sie weicht von der Wikipedia-Definition
https://en.wikipedia.org/wiki/Restricted_Lie_algebra,

dahingehend ab, da3 dort die Argumente x und y vertauscht sind. Das ist aber

ohne Belang, da die linke Seite der Jacobson-Formel symmetrisch in x und y ist.

4.4.3B Beispiel: assoziative Algebren

Jede assoziative (nicht-notwendig kommuative) F-Algebra A besitzt die Struktur eine
Lie-Algbra bezuglich des Lie-Algebra-Produkts

[X, y] := Xey - yex.

Die erste Bedingung ist trivialerweise erfullt. Die zweiter ergibt sich durch direktes
Nachrechnen:

' Sie gilt fur die Lie-Algebra-Struktur einer assoziativen Algebra, weil U mit allen Elementen der
Algebra kommutiert.
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[[x,yl,z] + [ly,z].x]+ [[z,x].y]
= [Xy - yX, z] + [yz - zy, X] + [zX - Xz, Y]
= XyZ - YXZ - ZXy + ZyX
+ YZX - ZyX - XyZ + XZy
+ ZXY - XZY - YZX + YXZ

4.4.3C Beispiel: gl(E)

Sei E ein F-Modul und

A = EndFE

die Algrebra der F-linearen Endomorphismen von E. Dann besitzt A die Struktur einer
Lie-Algbra uiber F mit
[f, g] :=fog-geffurf,g€E A
(nach 4.4.3B). Sie heifst Lie-Algebta der Endomorphismen von E und wird mit
gl(E)
bezeichnet. Im Fall E = F! schreibt man auch
gl(n, F) := gl(E).

4.4.3D Beispiel: Der A
Sei A eine nicht-notwendig assoziative F-Algebra. Eine Derivation von A ist eine F-
lineare Abbildung
D:A—A
mit
D(xy) = (Dx)y + x(Dy) fur x,y € A.
Die Menge der Derivationen von A wird mit
Der A
bezeichnet. Sie besitzt die Struktur eine Lie-Algbra bezuglich der Lie-Klammer
[D’, D”] :=D’eD” - DD’ fur D’, D” € Der A.
Zum Beweis reicht es zu zeigen, da3 [D’, D] eine Derivation ist (denn dann ist Der A
eine Teilalgebra von gl(A). Fur x, y € A gilt
(D", D7] (xy) =D’eD’(xy)-D"D’(xy) ,

=D’ ((D”X)y +x(D”y) - D"(D’x)y + x(D’y))

= (D’D”x)y + (D"x)(D’y) + (D’x)(D”y) + x(D"°D"y)

-(D7eD’x)y - (D’x)(D”y)-(D”x)(Dy) - x(D”°D’y)

= ([D”.D”]x)y + x([D",D"]y)

4.4.3E Beispiel: Mn(F)

Die F-Algebra MH(F) der nxn-Matrizen mit Eintragen aus F hat die Struktur einer Lie-

Algebra bezuglich der Lie-Klammer
[A.B]=A-B-B-AfurAB & Mn(F)'

(nach 4.4.3B). Sie ist isomorph zu gl(n, F). Beispiele von Teilalgebren:
t(n, F) die oberen Dreiecksmatrizen.
st(n, F) die oberen Dreiecksmatrizen mit der Spur 0.

4.4.3F Beispiel einer p-Lie-Algebra

Seien k ein Korper der Charakteristik p >0, A eine kommutative k-Algebra und
D = Derk(A).
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die Lie-Algebra von Beispiel 4.4.3D, d.h. die Lie-Algebra mit der Lie-Klammer
[D’,D”] :=D’eD”-D"D’ fur D’, D" €D
Dann ist D sogar eine p-Lie-Algebra mit der p-Operation
pIP] .= pP,
Beweis. 1. Schritt: Formel von Leibniz: Fur jede Derivation
D:A—A
eines kommutativen assoziativen Algebra gilt

n . .
D(xey)= 3 (Iil )eD(x)sDN-i(y) fiir x,y € A.
i=0
Beweis durch Induktion nach n.
Induktionsanfang: n = 1.
Die Aussage ist gerade die definierende Produktformel des Derivationen-Begriffs:

D(xey) = (Dx)*y + x*Dy.

Induktionsschritt: n > 1.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt
D(xsy)  =DMD"(xx))
n-1 .
=D( Y (
i=0

1 )eDio-Dn- i)

n-1 n-1 i1 . . .
= 3 (,)-O" (x):D1-(y) + D'(x)-DM-i(y))
i=0

n -1 : . n-1 1 ) .
= E (Iil_l )’Dl(X)'Dn'l(y)+ E (ni )'Dl(x)'Dn'l(y)
i=1 i=0
n n n-1 n-1 n-1 i F
=D'(x)sy +xD(y) + 3 ((i—l )+( i ))*D!(x)sDl-i(y)
i=1
n-l o, .
=D"(x)ey +xD"(y) + 3 (i)'Dl(X)'Dn'l(Y)
=1

n oo i
= 3 (,)Dx)D(y)
i=0
2. Schritt: DP ist eine Derivation von A fur jedes D € Derk(A).

Fur x,y € A gilt nach dem ersten Schritt

p & (Pypi i
DP(xey) = 3 (0)DI0-DP-iy)
i=0
= DP(x)+y + x+ DP(y).
3. Schritt: Es gilt (asD)"? = a"+D" furaEkund D € Der, (A) furn=1.2, ...
Insbesondere ist Bedingung a fur p-Lie-Algebren erfullt.

Beweis durch Induktion nach n.
Induktionsanfang: n = 1.

Die Aussage a*D = a+D ist trivial.
Induktionsschritt: n > 1.

Als k-Derivation ist jedes D € Derk(A) insbesondere k-linear. Also gilt fur jedes x€A
@D)"®) = (@D)(@)"! (0)



120

= (a*D)s(a" 1 D" 1 x)) (nach Induktionsvoraussetzung)
= a+(D@" 1D (x)))

= al.D(D" 1 (x)) (D ist k-linear)

= aleD"(x).

Weil dies fur jedes x € A gilt, folgt (asD)" = a"«D",
4. Schritt. Fur jedes x € D gilt
a 4. N i
(ad x)! = .EO(-l)n Lo LRy
1=
Dabei sollen LX und RX die Multiplikation von Links bzw. Rechts mit X in

der assoziativen Algebra D bezuglich der Zusammensetzung von
Abbildungen sein, d.h. die Abbildungen

LX: D — D,d  xeod, bzw. ’RX: D — D,d  dex.
Beweis durch Induktion nach n.

Induktionsanfang: n = 1.
Mit Hilf der eingefuhrten Bezeichnungen ist

(ad x)(y) = xey - yex = Lx(y) - RX(y) = (LX-RX)(y),

also
adx=L -R .
X X

Das ist gerade die Behauptung furn = 1.
Induktionsschritt: n > 1.
Es gilt

(ad x)" = (ad x)((ad x)™ L (y))

n-lo s o0l ion-l .
=(LX-RX)( > (-1) o( ; )L R ) (nach Induktionsvoraussetzung)

X X
1=0
n-lggon-l iloneld G el iond
= 30" LRy i HL LR
1= 1=

n . . . n-1 . . .
i n-1._i.n- -1-i n-1__i_n-i
3 CDMLGOLRET - 3 (DML LR

izl 1:0

n . . n-1 . .
i n-1._i_n-i i n-1 i n-i
= 3 DG LR+ 3 DM LRy
i=1 1=0
n-1 ) . . n-1 . ) )
n n 4 on-1, i_n-i i n-1. i n-i
Lo+ DRy + 3 DM LR+ 3 (D)Mo - 'LyRy
i=1 i=1

n-1 . . .
n n i, ,n-1_ n-1 1,0n-1
=L+ -D'R, + .El(—l)n (e - DrLeRy
1=
n-1 . .
_¢n ns n_i.n.l n-1
=L+ (DR, + 21(-1) (i) LR,
n . . .
_ n-1, n . 1,,n-1
= 3 COMHGILR

5. Schritt. Esgiltad DP=(ad D)P furD &€ Der, (A) (mit (ad D)Y(D")=[D,D’])
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Insbesondere ist Bedingung b fur p-Lie-Algebren erfullt.
Nach dem vierten Schritt gilt

P 5 ip-i
(ad x)P = '20(-1)P L)L RP™
1=
Weil die Charakteristik von k gleich p ist, sind die Binomialkoeffizienten in der Summe
rechts nur fur 1 =0 und i = p von Null verschieden:

(ad )P = (-1)PRE + L.

Ist p die gerade Primzahl, so ist -1 = +1 in K. Ansonsten ist (-1)P = -1. In beiden Fallen
gilt also

_1P_pP
(ad x)P= L5 - Ry

=L pRop

=ad xP.

1 p-1 . 1
6. Schritt. Fur beliebige x,y € D gilt (ad x)P ' (y) = 3 x'oyoxP™™%,
i=0
Nach dem 4. Schritt gilt

bl
wsPlo) =S rEhug
1=
1 . o '
= pz (_I)P-l-l,(Pil )lexp—l—l

i=0
Weil die Charakteristik von k gleich der Primzahl p ist, gilt in K:

P D! D (p2)rt(pri) | (De(2)erh) i
i ile(p-i-1)! i! i!
also
-i-1 ,p-1 -
Oy = -
Nun ist -1 = +1 im Fall p = 2 und ansonsten p ungerade. In beiden Fallen ist somit in K
i -1
PR =1,

Es folgt

p-1. .
(ad Py =3 xlyxP

i=0
wie behauptet.
7. Schritt. Die Formel von Jacobson.
Eine Anleitung zum Beweis der Formel von Jacobson findet man in den
Ubungsaufgaben 19 und 20 zu Kapitel §1, Kapitel I von Bourbaki [2]. Aus dieser
Anleitung ergibt sich, dal} jede assoziative Algebra tiber einem Korper der
Charakteristik p # 0 die Struktur einer p-Algebra besitzt. Den Beweis der Formel von
Jacobson formulieren wir deshalb nachfolgend als Lemma dessen Aussage gerade die
der erwahnten Aufgabe 19 ist. Die anschlieBende Aussage entspricht gerade dem Inhalt
der erwahnten Aufgabe 20.
QED.

4.4.3G Lemma
(1)  Sei L eine assoziative Algebra iiber dem Korper K. Fur vorgegebene k Elemente

Xl’"" Xk €L

schreiben wir
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fk(xl""’ xk) = Xo(l).'".Xo(k)

OESk
wobei Sk die Gruppe der Permutationen von {1,...,k} bezeichne. In der Algebra
L®KK[T1""’Tk]
mit Unbestimmten Ti ist fk(x1 yeuns xk) der Koeffizient von Tlo....-Tk im

Polynom
k
(X1T1+...+Xka)
also auch der Koeffizient von Tl-....-Tk im Polynom
k-1

g(x T . (6, T oty T, L

k-1 kl)J T k-1"k-1

Fur je zwei Elemente x,y € L definieren wir
g 1Y)

als den Koeffizienten von TllTlé_l im Polynom (xT1+yT2)k.Zeigen Sie, es gilt
1le _1)'e =
ile(k-1)! gi’k_i(x,y) fk(tl’"" tk) (D)

mit
_(xfurh <i
= {y fir i < h
Wenn wir L als K-Algebra betrachten, so erhalten wir im Raum LK(L) der K-

linearen Endomorphismen von L

a 4. M i
<adxf1=.§601f’h<i»LxRX , )
1=
wenn Lx die Multiplikation mit x von Links und Rx die Multiplikation mit x von
Rechts bezeichnet. Beweisen Sie mit Hilfe dieser Identitat im Fall daf3 K ein

Korper der Charakteristik p > 0 ist (d.h. p ist eine Primzahl) die folgenden
Identitaten

ad x)Py) = (aC} xP)(y) (3)
_ Py o
(@dx)Ply) =3 xlyxPi-l @)
i=0
Zeigen Sie weiter mit Hilfe von (4), es gilt
_l(ad xl,...,ad xp_l)(y) = fp(xl""’xp-l’ y) &)
und
& poio @4 % 24 D) = PDegy | 069). (©)
Folgern Sie, fur beheblge X,y € L gilt
)P =xP 43P+ A () (7
mit
p-1
A (x,y) = > (1) g _(ad x, ad y)(y). (8)
i=1

Dabei liegt Ap(x,y) in der von x und y erzeugten Lie-Teilalgebra von L.
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(vgl. Bourbaki [2], Kapitel I, Aufgabe 19 zu §1)
Beweis. Zu (i). Wir setzen

U:= T1+ v Ti und V := Ti+1 + ...+ Tk

Fur
X[= o S X=X und X (==X =Y

gilt dann
(xlT1+...+Xka)k =(xU + y-V)k

=y g (X,y)e Uiy (nach Definition der g ),
i+j=k b )
und nach dem polynomischen Lehrsatz ist
Ul-VJ—(T +. +T) “(T., +...+Tk)J

1! )
=y — 71T » DL Vi 1V
v leov, 1 i v, leev i+l k

—1 1 =k-i 1 k
vl+...+\/i 1 1 Vi_|_1+...+\/k k-1 1+

In Ui-Vj kommt T1 -....-Tk mit dem Koeffizienten i!+(k-i)! vor (alle Exponenten sind
1). In ‘
1, J" _ i’. b
UV = (T + T (T, + o+ Tk)J
miti’+j’ =k und (i’,j’) # (i,j) kommt Tlo....-T mit dem Koeffizienten 0 vor.'® Durch

k
Koeffizientenvergleich erhalten wir

=1le(k-1)!e
fk(tl,...,tk) ile(k-1)! gi,k_i(x,y).

Zu (ii).
1. Schritt: Beweis von (2).
Nach Definition gilt
| (ad x)(y) = Xy - yX,
also
adx = Lx - RX.
Induktiv folgt:
(ad )" = (ad x)((ad x)“‘1<y>>
1
=L, -R )X 2( H-1-, (n1 )-LXR;1 1 Induktionsvoraussetzung)
=0
n-l o onl il n11 n-1 n-1-i, -1 n-i
= '20(_1) Ly R E( 1) ( ; )LXRX
1=
a n-i_n-1 i n11nl n-i
= 2 DTGy LR E -1 ) LXRX
i=1 1= 0
n n-i n-1. i_n-i ni n-1. i _n-i
= > D7 G LR+ E (-1) o LRy
i=1 1=0
n-1 . . .
n n i n-1 n-i n 1 n-
=L+ (-D'R] + 3 DM )-L;RX + 2( e )LXRX1

1=

8 T1 -....-Tk ist homogen vom Grad i in den ersten i Unbestimmten. Auf der rechten Seite steht aber

ein homogenes Polynom des Grades i’ # i in diesen Unbestimmten.
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n-1 . _ -1 . i
=L DMRY + 'gl(_nn-l.((‘il_ 11)+(ni LR
i=

n-1 . S
n n - n 1 ..1N-1
L.+ (-D"R, + _El(-l)n Lo( LRy
1=

n Goon ion-
= 3 (D" )LyRy
1=0
2. Schritt. Beweis von (3).
Auf Grund von (2) gilt

_ -1, Pyl pP!
(ad x)P = '20(-1)P () LRS .
1=
Weil die Charakteristik von K gleich p ist, sind die Binomialkoeffizienten in der Summe
rechts nur fur 1 =0 und 1 = p von Null verschieden:

(ad )P = (-1)PRE + LP.

Ist p die gerade Primzahl, so ist -1 = +1 in K. Ansonsten ist (-1)P = -1. In beiden Fallen
gilt also

_1P_pP
(ad x)P= L5 - Ry

Lo Rop
=ad xP
3. Schritt. Beweis von (4).
Auf Grund von (2) gilt

] Pl i p-l i peicl
(ad P ly) = 3 o L LR )
1=
p-1 . ~ . .
=3 PPyt
i=0
Weil die Charakteristik von K gleich der Primzahl p ist, gilt in K:
Pl - D! (pDe(p2)er(pei) | (D) _ i
i ils(p-i-1)! 1! i!

also
i -1
OPLEP = (P!
Nun ist -1 =+1 im Fall p =2 und ansonsten p ungerade. In beiden Fallen ist somit in K
: -1
PR =1
Es folgt
1 p-1 . 1
(adx)P7(y) = 3 xlyxP™
i=0
wie behauptet.

4. Schritt. Beweis von (5).
Nach Definition von f, in Aufgabe (i) ist

k
fp(xl""’p-l’ y)
der Koeffizient von T1 -...-Tp in

L] L] L] p
(X1 T1+...+Xp_1 Tp_1+y Tp)
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bzw. in

k-j-1
g(x T +. X T )1 yT “(x, T +. +xp_1Tp_1)

also der Koeff1z1ent von T1 -...-Tp_ 1 in

k-j-1
2 (x, T+ Ax T T )J y(x T +. +xp_1Tp_1)

Nach Formel (4) mit X1T1+ +xp 1Tp—1 anstelle von x und mit L®KK[T1""’Tp— l]

anstelle von L ist diese Summe gleich (ad x, T +.. +Xp_1Tp_1)p_1(y). Deshalb ist

11
fp(xl""’p-l’ y)
der Koeffizient von T, e...oT in
1 p-1
p-1 - p-1
(ad(x T +.. +Xp—1Tp—1)) (y) (ad(XITl) + ...+ ad(XITl)) (y)

= p- 1
((ad XI)T1+"'+ (ad Xp—l)Tp—l) (y)
ist. Das letzte Gleichheitszeichen gilt, weil die Ti mit allen Elementen kommutieren.

Wir wenden (i) auf die assoziative K-Algebra LK(L) der K-linearen Endomorphismen

von L und die Elemente ad X, ,o.ad Xp-l € LK(L) an. Wir erhalten, der Koeffizient
von Tlo...-Tp_1 n
p-1
((ad XI)T1+...+(ad Xp—l)Tp—l) e LK(L)®KK[T1,...,TP_1]
ist
_1(ad X, ...,ad X 1),

1 p-
d.h. der Koeffizient von Tl-...-Tp_1 in

p-1
((ad xl)T1+...+(ad Xp—l)Tp-l) (y) € L®KK[T1, ’Tp—l]
ist
fp(ad X orees ad Xp—l)(y)
Zusammen erhalten wir
fp(xl""’p—l’ y) = fp(ad X orees ad Xp—l)(y)’
d.h. es gilt (5).
5. Schritt. Beweis von (6).
Formel (5),
| _1(ad xl,...,ad X )(y) =f (x Xp 1’ y)
mit X[ZXy = =X =X und X 1= p-l =y 1st nach (1) aquivalent zu

ile(p-i-I)!~ g & p-i- (@dx,ad y)(y) =il+(p-D!- g. (X,Y)

2

Wegen 0 <1 =<p-1 sind i! und (p 1- 1)' Einheiten in K. Deshalb gllt auch
_((ad x.ad y)(y) = (p-D+ g, pi® Y)»

d.h. es gilt (6).

6. Schritt. Beweis von (7).

Nach Definition von gi’p_i(x,y) gilt in L®KK[T1, T2]
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p . .
° ° p — ° 1 p-l

= xp-TIIJ+yp-Tg + pél gi’p_i(x,y)-Ting_i.
Zusammen mit (6) erhalten wir =l
(xeT +y-T )P = xP-Tl+yPeTh + pi (p_i)-lgi,p-i-l(ad x, ad y)(y)-Ting_i
Auf beiden Seiten steht dasselbe Polynorlr:. Wenn wir fur die Ti spezielle Elemente von
von L einsetzen erhalten wir dieselben Werte. Speziell fur T1 = T2 = 1 erhalten wir
Formel (7) (und (8)).
QED.

4.4.3H Eigenschaften p-Lie-Algebren
Sei g eine Lie-Algebra uber dem Korper K der Charakteristik p > 0 (d.h. p ist eine
Primzahl). Eine Abbildung

g—> g xm xPl,

der Lie-Algebra in sich heifit p-Abbildung, wenn die folgenden Bedingungen erfullt
sind.

1. adx!P] = (ad x)P fur jedes x € g.
2. (K-x)[p] = WPex[P] fir jedes x € g und jedes AEK.
3. (xay)lPl = x[P]+y[P]+Ap(x,y) fiar x,yEg (vgl. Aufgabe 4.4.3G).

Eine p-Lie-Algebra uber dem Korper K der Charakteristik p > 0 ist eine Lie-Algbra uiber
K, welche mit einer p-Abbildung versehen ist.

Bemerkung

Auf Grund von Aufgabe 4.4.3G besitzt jede assoziative Algebra L tiber einem Korper
der Charakteristik p > 0 die Struktur einer p-Lie-Algebra mit

[X, y] :=Xy - yx und x[Pl = xP.
Ein p-Homomorphismus (iiber dem Korper K der Charakteristik p > 0) ist eine
Abbildung

wg—g
einer p-Lie-Algbra g mit Werten in einer p-Lie-Algebra g’, wenn u ein Homomor-
phismus von Lie-Algebren ist, d.h. eine K-lineare Abbildung mit
u([x,yD) = [u(x), u(y)] fur x, y € g,
und wenn u zusatzlich mit den p-Abbildungen kommutiert, d.h.

u(x[p]) = u(x)[p] furx eg.

Aufgabe

Zeigen Sie, fur jede p-Lie-Algebra g hat jede p-Abbildung
wg—g

die Gestalt

u(x) = xIP1 4 f(x)
mit einer Abbildung f: g — g, deren Werte im Zentrum von g liegen und welche
halblinear beziiglich des Korper Endomorphismus K —s K, A i AP, ist, d.h.
f(x+y) = f(x) + f(y) und f(h=x) = AP+f(x)
fur x,y € g und AEK.
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Allgemeiner, ist v: g —> g’ ein Homomorphismus der p-Algebra g mit Werten in der
p-Algebra g’, so liegt V(X[p]) - (V(X))[p] fur jedes x € g im Zentrum von g’.
Beweis. Wir setzen
f(x) ;== u(x) - x(P]
fur jedes x € g. Dann gilt
[fx). fx)] = [u(-xP), ue)xP)
= -{u(o, x [Pl - (P uco))

d.h. die Werte von f liegen’ im Zentrum von g. Die Abbildung f ist additv, d.h.
f(x+y) = f(x) + f(y),
weil fur uund x x[P! additive Abbildungen sind. Fur A€K und x € g gilt
f(hex) = u(hex) - (hox)P]
=\Peu(x) - APex!P] (uund X » x[P sind p-Abbildungen)
= \Pef(x),
d.h. f ist halblinear.
Im allgemeinen Fall erhalten wir

VP - eplPL, vxlPhy - vl = vl P, veoplPlveep [P, vixlPhy

0.

QED. )

4.4.31 Lie-Algebren algebraischer Gruppen 71

Seien G eine lineare algebraische Gruppe und

D:=D G~ Derk(k[G]) = Derk(k[G], k[G])

(vgl. 4.4.3 F). Dann definieren die linken und rechten Translationen mit Elementen aus
G Darstellungen

MG — Autk(k[G]), g B Mg), mit (Mg)H(x) = f(g'lox) fur fek[G],g,xeG
und
p:G— Autk(k[G]), g B p(g), mit (p(g))(x) = f(xg) fur fEk[G], g.x € G

von G in k[G] (vgl. 4.4.1A) und damit auch Darstellungen von G in D, die wir mit
denselben Buchstaben bezeichnen,

7 G — Aut (D), g b Mg), mit Mg)(D) = Mg)eDen(g) ! fur DED G

p: G —s Aut (D), g b p(9), mit p(2)(D) = p(g)eDep(g)”! fur DED ..

Dann heiflt die Menge der linksinvarianten Derivationen von D

G’
LG) :={DE D I Mx)°D = Deh(x) fur x € G}
={DE D, I Mx)D =D firx € G},

Lie-Algbra der linearen algebraischen Gruppe G.
Bemerkungen
(i) FurD’,D” € L(G)und x € G gilt
Mx)°[D’, D] = [D*,D”]°Mx),
d.h.
L(G) C D 5 = Der, (k[G], k[G])

ist eine Lie-Teilalgebra der Lie-Algebra D G



(i)

(iii)

@iv)

v)
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Ist die Charakteristik p des Grundkorpers k positiv, so gilt

DP € L(G)
fur jedes D € L(G). Die p-Abbildung auf D G
Abbildung von L(G). Damit bekommt L(G) die Struktur einer p-Lie-Algebra.
Die Lie-Teilalgebra L(G) & D G ist stabil unter Rechtstranslationen,

4Bt sich einschranken zu einer p-

p(x)L(G) C L(G) fur jedes x € G.

SeienD €D G= Derk(k[G], k[G]) und x € G ein Punkt. Die Zusammensetzung

der k-Derivation
D: k[G] — k[G]
mit dem k-Algebra-Homomorphismus
k[G] — k, f » f(x),
ist eine k-Derivation, welche wir mit Dx bezeichnen,

DX: k[Gl —mk, f» DX(f) = (DH(x).
Dann sind die folgende Bedingungen aquivalent.
(a) D& L(G), d.h. ist linksinvariant, d.h. A(x)D = D fur jedes x € G.

(b) (dLg)X(DX) = Dgx fur beliebige x, g € G.

(©) Dg = (dLg)e(De) fur beliebige g € G.
Seien
TG := \/X G TXG

die disjunkte Vereinigung der Tangentialraume von G (das “Tangentialbundel”)
und

. TG — G
die Abbildung, welche die Punkte von TXG abbildet in x, also jeden
Tangentialvektor auf dessen “Angriffspunkt”. Dann definiert jedes
DRSS Derk(k[G], k[G])
den Bezeichnungen von (iv) eine Abbildung
D:G— TG, g |->Dg,
welche wir ebenfalls mit D bezeichnen und fur welche

meD = idG

gilt, d.h. diese Abbildung ist ein Schnitt von . Sie ordnet jedes Punkt von G
einen Tangentialvektor in diesem Punkt zu, d.h. diese Abbildung ist ein

Vektorfeld auf G. Die Linkstranslation mit einem Element g € G,
Lg:G—)G,X B gx,
definiert eine Abbildung

dL,: TG — TG, X 15 (L), 3\ (X),

welche jedes Vektor X € TxG abbildet auf das Bild von X beim Differential
dL):TG—T_ G
g'x "X gx

im Punkt x. Bedingung (b) von (iv) bedeutet dann gerade, dafl das Diagramm
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DX(ETXG) B (dLg)X(DX)E(TgXG)

D] To t Pox

kommutativ ist.

Beweis. Zu (i). Fur D’, D” € L(G) und x € G gilt

MXx)eD’°D” =D’ A(x)°D” (wegen D’EL(G))
=D’eD”o\(X) (wegen D’EL(G))
d.h.
AMx)eD’eD” = D’eD”oA(x) und A(x)°D’°D’ = D”’°D’°A(X) (D)

Damit erhalten wir
AMXx)°[D’,D”] = AM(x)°D’eD” - A(x)°eD’°D” (nach Definition von [ , ] in 4.4.3D)
=D’oD” oA\(X) - D’oD”’oA(x)
= [D?,D”]eMx)
Zu (ii). Fur jedes DEL(G) und jedes x € G gilt
Mx)°DP = DPo)(x).

also DP € L(G).
Zu (iii). Weil jede Linkstranslation'”

Lg: G— G, xPpgex,

(2€G) mit jeder Rechtstranslation®’

Rh: G—G xp x-h'l,

(h € G) kommutiert (wegen des Assoziativitatsgesetzes der Multiplikation in G),
kommutieren auch die auf dem Koordinatenring k[G] induzierten Operationen, d.h.

Mg)op(h) = p(h)eA(g) fur g,h € G.
Fur D € L(G) und x, y € G folgt
AX)(p(y)*D)= K(x)(p(y)oDOp(y)'l) (nach Definition der Operation von p(y) auf D)
= Mx)2(p(y)eDep(y) )orx)"! (nach Definition der Operation von A(x) auf D)
= Mx)op(y)eDep(y Her(x 1) (\ und p sind Gruppen-Homomorphismen)
= p(y)ohx)°Derx Depy 1) (M(g) und p(h) kommutieren)

= p(y)°e(M(x)°D)ep(y” 1) (nach Definition der Operation von A(x) auf D)

= p(y)sDop(y™) (wegen D € L(G))

=p(y)*D (nach Definition der Operation von p(y) auf D)
Damit gilt

p(y)*D € L(G) fur jedes y € G,
d.h. L(G) ist stabil unter Rechtstranslationen.

¥ vgl. 2.2.0.
2 ygl. 2.2.0.
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Zu (iv). Beweis von (a) < (b).
Nach Definitoin der Operation von A(g) auf Derk(k[G], k[G]) ist

M) D A
Me)D = Mg)Der(g) L k[G] ©), k[G] — k[G] Me) K[G]

fur g € G. Damit gilt

MgD=D & AgeDoMg ! =D

& Do) =g LoD

&MY OO =g D)) fur jedes f EK[G]
Wegen

Me) LD = Mg HiH) = figx) = (L;f)(X)
(nach 2.3.6 1) folgt

M@D =D & (DL = (h(e) 'D)(P) fur jedes £ € KIG]
& (L)) = (M) " DM fur f EKIGT und x € G
& D (Ly(f) = D(D(gx) fur f EK[G] und x € G
o (DXOLZ)(D =D (O fur fEKGlund x EG
; -
& (dLg)X(DX) = DgX furxe G (vgl. 4.1.3)

DL =D furx&aG
X gx

Beweis von (b) = (c¢).
Die Identitat von (b) besteht speziell fur x = e.
Beweis von (c) = (b).

Mit (c) gilt fur beliebige g, x € G:

Dgx = (dLgX)e(De) (wegen (c)
= (AL yeL ) D
= (dLg)XO(dLX)e)(De) (nach Bemerkung 4.1.3(ii))
= (dL) (@L) (D)
= (L), (D)) (wegen (©))
Zu (v). Es gibt nichts zu beweisen.
QED.

4.4.3] Ergdnzung: abgeleitete Reihe und Auflosbarkeit
Sei g eine Lie-Algebra tiber dem Korper F. Wir definieren induktiv
Dlg =g
Ditlg = [Dlg, Dig]
Die absteigende Kette von Idealen
g DDlg D ...

heiflt abgeleitete Reihe der Lie-Algebra g. Die Lie-Algebra heif3t auflosbar, wenn es eine
natiirliche Zahl n gibt mit

Dlg = 0.
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4.4.4 Trivialisierung des Tangentialbuindels 71

Seien G eine lineare algebraische Gruppe und

D G = Derk(k[G]) = Derk(k[G], k[G])

(vgl. 4.4.3 F). Dann gibt es einen Isomorphismus von k[G]-Moduln
v DG — k[G]®kTeG’
wobei die Modulstruktur rechts vom ersten Faktor kommt, mit den folgenden
Eigenschaften.
(i) Fur jedes x € G gilt
Wol(x)oW ! = Lx)®1d und Wep(x)oW ! = p(x)®(Ad x).
(siehe 4.4.3 I zur Definition von A, p und 4.4.1B zur Definition von Ad).

(i) Fur fek[qG], XETeG und Af =Y fi® g € k[G]®kk[G] gilt
1

wlaex) =- 3 £.-X(g,).
1

Dabei sei
A: k[G] — K[G] ®kk[G]
die Komultiplikation von G.
(iii) Ist F C k ein Teilkorper und G eine F-Gruppe, so sind der Isomorphismus

w: D, — kIGI®, TG,
und dessen Umkehrung iiber F-definiert beziiglich der F-Strukturen
D _(F) := Der(F[G]) = Der(F[G], F[G])
G F F
und
(k[G] ®kTeG)(F) := F[G] ®F(TeG)(F)'

Dies sind tatsachlich F-Strukturen von D G bzw. k[G]®kTeG' Dabei

identifizieren wir die Lie-Algebra D G(F) mit deren Bild bei der Abbildung

DG(F) — k®F@G(F) 5 De (k®FF[G], k®FF[G]) =D

'k
Dp I®D, c®D P co(idk®D).
(siehe zweiten Schritts des Beweises).
Beweis. Zu (i). 1. Schritt. Konstruktion von ¥ mit ‘POMX)OW'I = Mx)®Id,

Wir wenden den Funktor Homk[ G](?, k[G]) auf die Umkehrung des Isomorphismus @

von 4.4.2 an und erhalten so den k[G]-linearen Isomorphismus

G’

. = -1
@: Hom, (@, KIG) — Hom, - (KIGI®, (T G)*, KIG]), (i o0,

Wir versehen die beiden Hom-Moduln wie folgt mit einer Operation durch
Linkstranslationen.

MX)

H , k[G]) — Hom

om 1% w61 Qg KGD
(- }\.(X)OOP)\.(X)-l

und
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GV kG Ax)®Id
(K[GI®| (T G)*, KG]) —— Hom, -,

¢ o Mx)eoe(Mx)  ®Id)

H (KIGI®, (T_G)*, KIG])

omk[ Gl

Nach 4.4.2 (i) ist
Po(x)d | = Ax)®1d,

d.h. das Diagramm
-1

P
k[G]®k(TeG)* — QG

A(x)®1d | v
q)—l
%k
k[G]®k(TeG) — QG
ist kommutativ. Fur x € G und €€ Homk[ G](Q & k[G]) folgt

POMX)E) = pMx)olorx) ) (Definiton von A(x) auf Def(g)*")
= Mx)olon(x 1 JEION 1 (Definiton von ¢)
= Mx)olod” 1 0()\(x'1)®ld) (Kommutativitat des Diagramms)
= ?\(x)ocp(Z)O(Mx)'lé)Id) (Definiton von ¢)
= (Mx)®Id)p)(?) (Definiton von A(x) auf Im(¢))

Damit ist die Kommutativitit des folgenden Diagramms gezeigt:

Homk (k[G]®k(TeG)*;k[G]) (%Homk (QG,k[G])

[G] [G]

Mx)®Id] T (1)

¢

Homk (k[G]®k(TeG)*;k[G]) = Homk (QG,k[G])

[G] [G]

Auf Grund der Universalititseigenschaft des Differentialmoduls ist der Hom-Modul auf
der rechen Seite uber k[G] isomorph zu D G’

: Hom, - (Q . kIG]) = Der, (K[G], K[GD), € + €od -,

[G]
(vgl. Bemerkung 4.2.2 A(i)). Fur f€k[G], x € G und € Homk

YOO =px)elorx) )

[G](QG’ k[G]) gilt

= Mx)elon(x) Led G (Definition von )

= Mx)oled o M) (Bemerkung 4.4.1A (iv))
= x(x)(eodG) (nach 4.4.3 T)

= Mx)P(f)

Mit anderen Worten, das Diagramm folgende Diagramm ist kommuttiv.

*!' Def(¢p) sei der Definitonsbereich von .
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Y

H (€2,k[G]) - D

MG G

k(x)l lx(x) 2)

P
) HHCD = g

Weiter besteht ein naturlicher k[G]-linearer Isomorphismus

G k[G]®kTeG - Homk[G](k[G]®k(TeG)*, K[G]), f®X b (g®F 1> feg+l(X)).
Das sieht man wie folgt. Die uiber k bilineare Abbildung
T G * (T G)* — k. (X, ) b €(X),

besitzt (bezuglich beliebiger k-Vektorraumbasen der beteiligten Rdume) eine Matrix mit
von Null verschiedener Determinante. Sie induziert deshalt einen k-linearen
Isomorphismus

Homk

TG N Hom, ((T_G)*, k). X > (¢ 1> €(X)),

mit derselben Matrix bezuglich geeignet gewéhlter Basen. Wir wenden den Funktor
k[G]®k an und erhalten einen Isomorphismus von k[G]-Moduln

KIGI®, T_G = K[G1®, Hom, ((T_G)*, ), f®X 1> f ks €(X)). 3)
Fur jeden k-Vektorraum V ist die k[G]-lineare Abbildung
k[G]®, Hom, (V, k) — Hom, (V, k[G]), fRf 1 (v b fo4(v)), 4)

bijektiv. Um das einzusehen fixieren wir eine Basis {ei} von V und die dazu duale

Basis {Xi}' Jedes ae Homk(V, k[G]) ist durch seine Werte OL(Vi) = fiEk[G] in den

Elementen der Basis der v, festgelegt. Das Bild von ¥, fj®xj bei (2) hat in vy den Wert
]

? ijj(Vi) = fi’
ist somit gleich a. Die Abbildung ist surjektiv. Jedes Element des Definitionsbereichs
hat die Gestalt

f.®x.
e,

mit eindeutig bestimmten fj € k[G]. Ist das Bild bei (2) die Null-Abbildung, so sind alle

fj gleich 0. Dann ist aber auch ¥ fj®xj gleich Null. Die Abbildung (2) ist injektiv. Wir
setzen V = (TeG)*, setzen (3) und (4) zusammen und erhalten die k[G]-lineare
Bijektion

KIGI®, T G = Hom, ((T_G)*, kIGI), f®X 1 (¢ 1> £+€(X))

Auf Grund der Universalitatseigenschaft des Tensorprodukt kann man den Hom-Modul
rechts mit Homk[ G](k[G]®k(TeG)*, k[G]) identifizieren. Die Abbildung ist dann

gerade die Abbildung T, d.h. T ist ein Isomorphismus.
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Ck[GI®, T G = Homk[ G](k[G]®k(TeG)*, k[G]), f®X b (g®f b fog+l(X)).
Fur f.g €K[G]. X € T G und ZE(TeG)* gilt

(MX)®I)D)(FO®X))(g®E) = (M) ®IA)EFOX))(2®F)
= (7\.(X)°C(f®X)°O\.(X)-1 ®Id))(g®f) (Definiton von A(x)®Id auf Im(T))
= (MR LERX) (M) L g)®8)

= MO(F- M) T g)+€(X)) (Definition von )

= (MX)f)*g+¢(X) (M(x) ist k-Algebra-Homomorphismus)
= LMX)DHB®X)(g®F) (Definiton von ©)

- (Ce)RID)(FRX))(e®F)

also

(Mx)®Id)°C = Te(Mx)®Id.

Wir haben gezeigt, das folgende Diagramm ist kommutativ.

C
KIGI®, T G —» Hom , (KIGI®, (T G)*k[G])
AMX)® Idl lx(x)@)ld 5

k[G]®kTeG é)Homk (k[G]®k(TeG)*,k[G])

[G]
Wir setzen
TS N =
W =C Togoy DG —_— k[G]®kTeG'

Die Behauptung von (i) im Fall der Linkstranslatonen erhalt man durch
Zusammensetzen der Diagramme (1), (2) und (5).

2. Schritt. Beweis von ‘I’°p()()°‘I"1 = MX)®Ad x.
Wir betrachten die zu den Diagrammen (1), (2) und (5) analogen Diagramme vom p(X)
anstelle von A(x) und setzen diese Zusammen.

Wir versehen die Definitionsbereich und Wertevorrat des k[G]-linearen Isomorphismus
@ des ersten Schritt wie folgt mit Operationen.

p(x)

Homk (QG, k[G])) — Homk[G](QG, k[G])

[G]
€ > p(x)eaep(x)!
und
AMX)®(Ad x)*
Homk[ G](k[G]®k(TeG)>“, k[G]) —— Homk[ G](k[G]@)k(TeG)*, k[G])

¢ b Mxeas(i(x) T ®(Ad x ¥

Nach 4.4.2 (1) ist

Dop(x)ed ! = p)®(A X)*,
d.h. das Diagramm
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-1
D
k[G] @)k(TeG)"< — Q G
p(x)® (Ad x)* | 1 (e
.
kGl®, (T G)* — Q4
ist kommutativ. Fur x € G und €€ Homk[ G](Q G’ k[G]) folgt
@(p(x)€) = p(p(x)°l °p(x)'1) (Definiton von p(x) auf Def(¢)*)
= p(x)°f °p(x'1)°<I)'1 (Definiton von ¢)
= p(x)°f °CI)'1°(p(X' 1)®(Ad X)*) (Kommutativitat des Diagramms)
= p(x)°cp(€)°(p(x)'1®(Ad x*)) (Definiton von ¢)
= (p(X)®(Ad x)*)p)(€) (Definiton von p(x)®(Ad x) auf Im(p))

Damit ist die Kommutativitit des folgenden Diagramms gezeigt:

H (KIGI®, (T G)*kIG]) 2~ Hom, - (@ _KIG])

“MK[G] k[G]
pCO®(Ad x)*] Toco )
) ¢
(G] (k[G]®k(TeG)*,k[G]) = Homk[G](QG,k[G])

Als néachstes untersuchen wir, wie sich der k[G]-lineare Isomorphismus

KIG]) = Der, (KIGI. kIGI). € 1> od,

Homk

P: Homk[G](QG

des ersten Schritts in Bezug auf rechte vertikale Spalte von (1°) verhalt. Fur fEk([G], x
€ G und € Hom, _.(Q o KIGD) gilt

P(p(x)f) = ulJ(([pilP&p(x)' h (Definiton von p(x) auf Def(1))
- p(x)oéop(x)‘lodG (Definition von 1)
= p(x)°Z°dG° p(x)'1 (Bemerkung 4.4.1A (iv))
= p(x)(ld G (nach 4.4.3 1)
= p(x)y(¢)

Mit anderen Worten, das Diagramm folgende Diagramm ist kommuttiv.

H (€2.k[G]) % D

MG G
()| Lpeo 2)
P
Homk[ G](Q,k[G]) = Dg

SchlieBlich untersuchen wir, wie sich der k[G]-lineare Isomorphismus

C:KIGI®, T G = Hom, . (KIGI®, (T_G)*, KIGI), f®X 1 (¢®€ 1 f+g-¢(X)).

[G]
des ersten Schritts in Bezug auf linke vertikale Spalte von (1°) verhilt. Fur f,g € k[G],
XET G und éE(TeG)* gilt

2 Def(¢p) sei der Definitonsbereich von .
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(P)®(Ad x)*)°D)(R®X))(g®€) = (p(x)B(Ad x)*)THR®X))(g®F)

= (p(x)°TE®X)o(p(x)" L@ (Ad x 1)*))(e®¢) (Definiton von p(x)®(Ad x)*)
= ((p(X)°C(f®X))(p(X)'1g)®((Ad X'l)*(e))

= ((p(x)°T(f®X))( p(x)'lg)®(€°(Ad x) ) (Bemerkung 4.4.1B (i))

= (p()( Fo(p(x) L g)(lo(Ad x)(X) ) (Definition von )

= (p()( F(p(x)  @)+l(Ad X))

= (p(x)f)e g-@((Ad x)X) (p(x) ist k-Algebra-Homomorphismus)
= L((px)N®(Ad x)X)(g®0) (Definition von )

= L(p()®(Ad x))(fRX))(g®F)
= ((Co(p()®(Ad x)(f®X))(e®?)

also

(P(X)®(Ad x)*)°C = To(p(x)®(Ad X).
Wir haben gezeigt, das folgende Diagramm ist kommutativ.

C
KGI®T,G  —» Hom . (KIGI®, (T )*KIG)
P(x)® (Ad x)] [po®(ad x)* (5)
g
KGI®, TG —»Hom  (KIGI®, (T G*KIG)

Durch Zusammensetzen der Diagramme (1°), (2°) und (5°) erhalten wir die Aussage von

(1) bezuglich der Operation von p(x).
Zu (ii). Wir verwenden die im Beweis von (i) eingefithrten Bezeichnungen. Seien

Xe TeG’ fek[X]und Af =Y fi®gi € k[G]®, k[G].
1

k

Nach Definiton von W gilt
wlaex®m =@ legeyylaexm
= (o “1oT) (1®X)(D)
Nach Definition von C ist {(1®X) die Abbildung
k[G]®, (T G)* — k[G]. g®¢ b gol(X)

Nach Definition von ¢ ist das Bild cp'l(C(1®X)) dieser Abbildung bei cp'1 die k[G]-
lineare Abbildung

(@ L0aex) = ¢ lcuex): Qq — KIGl, 0 b CI®X)e¢) ().
Nach Definition von 1 ist das Bild dieser Abbildung bei y die k-Derivation
Wl (1©X) = (o 1) (1©X): KIG] — KIG], o 5 LI®X)($(dw)).
Speziell fur a = f erhalten wir

vl 1@X)(f) = L1 ®X)(¢(dn)
=CA®X)(- 3 f.®dg) (nach 4.2.2 (ii))
i

=-3 §(1®X)(fi- 6gi(X)) (denn T(1®X) ist k[G]-linear)

1
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=-3 fi- 6gi(X) (nach Definiton von Q)
i

=-y fi- X(gi) (nach Bemerkung 4.4.1B (iii))
i

Zu (iii). 1. Schritt. F[G]®F(TeG)(F) eine F-Strukktur von k[G] ®kTeG'
Weil F[G] und (TeG)(F) F-Strukturen von k[G] bzw. TeG sind, ist dies ein Spezialfall
von Bemerkung 1.3.7 B(vii).

2. Schritt. D G(F) = DerF(F[G] ,F[G]) ist eine F-Struktur von D

Genauer, es gibt [somorphismen
k®F@ G(F) = Derk(k®FF[G], k@FF[G]) = Derk(k[G], k[G]) =D

= Der, (k[G], k[G]).

G

c®D b (d®f b (cd)®D() 1 (=3 cifi mit fiEF[X] Y CdCiD(fi)
i i
(vgl. auch Bemerkung 4.1.8 (1)).
Der zweite Isomorphismus besteht, weil F[G] eine F-Struktur von k[G], d.h. weil die
naturliche Einbettung

F[G] & K[G]
einen k-Algebra-Isomorphismus
k®F[G] —> k[G], c®f I cof,
induziert. Wenden wir uns dem ersten Isomorphismus zu. Jede F-Derivation
D: FI[G] — F|G]
ist insbesondere F-linear, induziert also eine k-lineare Abbildung
1®FD: k®FF[G] — k®FF[G], c®f b c®D(f).

Dies ist wieder eine Derivation: fur f,g € F[X] und c,d € k gilt
(1®D)(c®)+(d®g)) = (1O D)((cd)O(fg))

= (cd)®D(fg)

= (cd)®(f-Dg + g+Df)

= (c®f)+(d®Dg) + (d®g)(x)*(c®Df)

= (c®f)°(l®FD)(d®g) + (d®g)-(1®FD)(c®D.
Wir erhalten auf diese Weise eine Abbildung

k x DG(F) — Derk(k®FF[G], k®FF[G]), (c,D)» c-(1®FD).
Weil 1®FD linear ist uber k, ist diese Abbildung bilinear uiber F, induziert also eine k-
linearen Abbildung
ek ®FDG(F) — Derk(k®FF[G], k®FF[G]), c®D c-(1®FD).

Sei {ooi}i oI eine F-Vektorraum-Basis von k.

Die Abbildung o ist injektiv: Sei D € Ker(¢). Wir haben zu zeigen, D ist gleich 0. Dazu
schreiben wir D in der Gestalt

D= 3 o.®.D. mitD. E D_(F) = Der (F[G], FG]).
=
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Weil D im Kern von g liegt, gilt fur beliebige ¢ € k und f € F[G]

0 =¢(Y ooi®FDi)(c®f)
1€l

> cp(u)i®FDi)(c®f) (¢ ist k-linear)
i€l

> wi-((1®FDi)(c®f)) (Definition von ¢)
i€l

>N ooi-(c®FDi(f)) (Definition von 1®FDi)
i€l i€l

> ((Joioc)@FDi(f)
i€l
Speziell fur ¢ = 1 erhalten wir
0 =y ooi®FDi(f) fur jedes f € F[G].
i€l
Die Wahl der Basis der . definiert eine Zerlegung von k in eine direkte Summe von

Examplaren von F. Weil das Tensor-Produkt mit direkten Summen kommutiert,
definiert diese Basis auch eine Zerlegung von k®FF[G] in eine direkte Summe von

Exemplaren von F[G]. Die gerade bewiesene Identitat bedeutet, das jede Komponente

des Elements wi®FDi(f) € k®FF[G] bezuglich dieser direkten Summen-Zerlegung
i€l
gleich Null ist, d.h. es gilt Di(f) = 0 fur jedes f € F[X], d.h. es ist Di =0 fur jedes i,
also
D=% mi®FDi =0.
i€l
Die Abbildung ¢ ist surjektiv:

Fiur jedes De Derk(k®FF[G], k®FF[G]) und jedes fEF[X] konnen wir schreiben
Daef = 3 o.®D.(f)
i€l
mit eindeutig bestimmten Di(f) € F[X]. Die Abbildungen
Di: F[X] — F[X]
sind F-linear und fur f,g€F[X] gilt
Daefy)  =Deh-(1®g)
= 1®f D(1®g) + 1®g- D(1®1)
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S 0.®fD(g)+ 3 0.®gD.(H
i€l i€l

2 0,®(fD.(g) +g-D.(f)

i€l

also Di(f- g) = f(x)-Di(g)+ g(x)-Di(f). Wir haben gezeigt Di €D G(F). Nach
Konstruktion gilt

@3 0.®D)(C®f) = 3 c0.®D,(f) = c-D(1®f) = D(c®f),
i€l i€l
also (Y (Di@Di) =D, dh @ ist auch surjektiv.
i€l

3. Schritt. W und W™! sind tiber F definiert.
Weil die Abbildungen @ und (IJ'1 von 4.4.2 uiber F definiert sind, gilt dasselbe auch fur
die in Beweis von (i) eingefuhrte Abbildung

. = o1
¢: Hom, . (Q, k[G]) — Homk[G](k[G]®k(TeG)*, k[G]), € Cod™".

und deren Umkehrung. Weiter ist die Abbildung (3) im Beweis von (i),

CKIGI®, T G = K[GI®, Hom, ((T_G)*, k), f®X 1> f® 1 €(X),
uber F definiert (vgl. Bemerkung 4.4.2 (ii) und Bemerkung 4.1.8 (ii)): die
Einschrankung auf die F-Struktur des Definitionsbereichs bekommt die Gestalt

= k
F[G]®kDerF(F[G] ,Fe) — F[G]®FHomF((TeG) , F),
fOX 1 f@(g mod M_(F)* 15 X(g)),
wenn man (TeG)>‘< mit Me(F) / Me(F)2 identifiziert.

Weil T ein Isomorphismus ist, ist das Bild der F-Struktur des Definitionsbereichs von T
eine F-Struktur des Wertevorrats (vgl. Bemerkung 1.3.7 B(vi)) und damit gleich der

gegebenen F-Struktur des Wertevorrats. Nach Bemerkung 1.3.7 B(v) ist € ein F-
Isomorphismus, d.h. auch 2;'1 ist iber F definiert. Damit sind die Abbildung

-1, . =
C o Homk[G](QG, k[G]) — k[G]®kTeG

und deren Umkehrung uiber F definiert. Zum Beweis der Behauptung reicht es zu
zeigen, auch der naturliche Isomorphismus

n:Hom, (€, KIG)) = Der, (K[G1, KIG1), € 1 €od .,

[G]
ist ein F-Isomorphismus (denn W = C'locpon'l). Dazu reicht es zu zeigen, dafl

dG: k[G] — QG

uber F definiert ist, denn dann ist 1 uber F definiert und als k-linearer Isomorphismus
sogar eine F-Isomorphismus. Es reicht zu zeigen, daf} das folgende Diagramm
kommutativ ist



140

dx Gk

k[G] ———— Q

k[GI/k
g . )
F[G]/F
FIG] “FIGY/F

(vgl. Bemerkung 4.4.2(ii)). Das ist aber der Fall, denn die rechte vertikale Abbildung
ist gerade durch die Kommutativitat dieses Diagramms definiert (vgl. 4.2.3).
QED.

4.4.5 Propositon: adjungierte Darstellung 71

Seien G eine lineare algebraische Gruppe,
D G~ Derk(k[G], k[G])
die Lie-Algebra der k-Derivationen des Koordinatenrings von G und o’ die k-lineare
Abbildung
o= o DG — TeG = Derk(k[X], kx)’ Db (f» (Df)e)),
(vgl. 4.1.3). Dann gelten die folgenden Aussagen.
(i)  Die Einschrankung von

0= 05 =0 GIL(G)
auf die Lie-Algebra L(G) & D G von G (vgl. 4.4.3 1) ist ein k-linearer
Isomorphismus,
o: L(G) —> T G.
Fur jedes x € G gilt

acp(x)ea ! = Ad x.
(i) Der Gruppen-Homomorphismus
Ad:G — Autk(Te)

(vgl. Bemerkung 4.4.1B(i)) ist eine rationale Darstellung von G und heifl3t
adjungierte Darstellgung von G.

(iii) Das Bild von L(G) bei der Abbildung W: D
gleich

c— k[G]®kTeG von 4.4.4 ist

PY(L(G)) = k®kTeG'
(iv) Furjedes X € TeG gilt

a1l (1®X) = -X,
d.h. die Abbildung

T G— LG, X b - wliex),

ist invers zum Isomorphismus o.
Beweis. Wir verwenden die Bezeichnungen von 4.4.4 und fixieren eine k-
Vektorraumbasis
X ,..X €TG
1 n e
des Tangentialraums an G im neutralen Element.

1. Schritt. W(L(G)) = k®kTeG (Beweis von (iii)).
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Das Bild eines Elements D € D G beim k[G]-linearen Isomorphismus

W DG — k[G]®kTeG’

hat die Gestalt
YD) = ? fi®Xi
mit eindeutig bestimmten fi € k[G]. Nach 4.4.4 (i) ist
Y(A(x)*D) = ( Mx)®Id)(P(D)) = E )\(x)fi®Xi

i
Damit erhalten wir

D e L(G) & AMx)*D =D fur jedes x € G (vgl. 4.4.31)
& Y(Mx)*D) =¥(D) (W ist bijektiv)
> )\(x)fi®Xi =y fi®Xi

i i
o 7»();)fi = fi fur jedes i
& fi € k. fur jedes 1
& YD) e k®kTeG'
Weil W bijektiv ist, folgt W(L(G)) = k®kTeG'

2. Schritt. Fur X € TeG und f EK[G] mit Af=Y fi®gi gilt
i

(@W HA®X)(D) = - 3 () X(g) = -X(B),
1

(Beweis von (iv)).
Man beachte, die linke Seite der behaupteten Identitat ist wohldefiniert, denn 1Ifl(l ®X)

liegt nach dem ersten Schritt in L(G).
Nach 4.4.4 (ii) gilt
wlaex)m=-3 f-X() (1)
also 1
(ae W HA®X)(H) = (- 3 £eX(g))(e) =- 3 £(e)X(g,).
Das beweist das erste Gleichheitszeicherll. 1

Wegen Af =Y fi®gi gilt weiter
i

fxy) =3 fi(x)o gi(y) fur beliebige x, y € G,
i

2 Weil die X, eine Basis von T G iber k bilden, bilden die 1®X_ eine Basis von k[G]®kT G tber k[G]
i e i e
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also
f(x) =f(e*x) = 2 fi(e)-gi(x) fur beliebige x € G,
also 1
r=3herg
Weil X ein k-Derivation ist, folgt
X(h =3 f(e)X(g).
i

Damit gilt auch das zweite Gleichheitszeichen.

3. Schritt. a ist ein k-linearer Isomorphismus. (Beweis des ersten Teils von (i)).
Nach dem zweiten Schritt ist die Abbildung
-1

g aG
TeG — k[G]®kTeG — D

—TG
G e
X b 10X b (W HI1®X) 1 (¥ H(1®X)(e)
gerade die Multiplikation mit -1, also ein k-linearer Isomorphismus. Das Bild der

Abbildung ganz links ist der k-lineare Unterraum k®kTeG’ dessen Bild bei W gerade

L(G) ist. Wir erhalten so die Zusammensetzung1 k-linearer Abbildungen
TG—k® T Glp—> L(G)iT G
e ke e
X 10X » (OLO‘P'I)(1®X) P (ocolp'l)(l@)X)(e).
Weil die ersten beiden Teilabbildungen und die Zusammensetzung aller drei bijektiv
sind, ist auch a bijektiv, also ein k-lineare Isomorphismus.

4. Schritt. Es gilt OL°p(X)°OL_1 = Ad x fur jedes x € G. (Beweis des 2. Teils von (1))
Nach 4.4.4 (i) gilt

Wop(x)oW™! = p(x)®(Ad x)

Weil p(x) auf k[X] ein k-Algebra-Homomorphismus ist, folgt
(Weop(x)° W H(1®X) = 1®(Ad x)(X)

fur jedes X € TeG' Nach den Betrachtungen des dritten Schritts konnen wir diese

Identitat auch in der folgenden Gestalt schreiben

(Wop(x)ea” H(X) = 1®(Ad x)(X)
und auch in der Gestalt

(p(x)e0-HX) = wl(1®Ad x)(X) = o (Ad x)(X)).
Da dies fur jedes X € TeG gilt, folgt

p(x)eat = ale(ad x),
also

0L°p(x)°oc_1 = Ad x.
5. Schritt. Beweis von (ii).
Weil

p:G— Autk(L(G)) = GL(L(G)), x » p(x), (D)

eine rationale Darstellung ist und
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o: L(G) —s T G.
ein k-linearer Isomorphismus, so ist
G — GL(T G).x b aep(x)ea !,

ebenfalls eine rationale Darstellung (eine zu (1) aquivalente Darstellung). Dies ist aber
nach dem vierten Schritt gerade die Darstellgung

Ad:G — GL(TeG), X B Ad x.
QED.

4.4.6 Die Dimesion der Lie-Algebra L(G) 72
Fur jede lineare algebraische Gruppe G gilt dimk L(G) =dim G.

Beweis. Es gilt

dlmk L(G) = d1mk TeG (nach 4.4.5 (1))

=dim G.
Das zweite Gleichheitszeichen besteht, weil jeder Punkt von G nicht-singulir ist.
QED.

4.4.7 L(H) fur abgeschlossene Untergruppen HC G 72

4.4.7 A Der Homomorphismus q):DG,H — DH 72

Seien G eine lineare algebraische Gruppe,
HC G
eine abgeschlossene Untergruppe von G und
J:={f€k[G] | f(x) =0 fur x € H}
das Ideal der regularen Funktionen auf G, die in den Punkten von H gleich Null sind.
Wir identifizieren
k[H] = k[G]/]. (D
und bezeichnen mit

®G,H::{DE®

die Teilalgebra der Lie-Algebra D

GIDJQJ}

G= Derk(k[G], k[G]) der Derivationen, welche das

Ideal J in sich uiberfuhren, und mit ¢ den Lie-Algebra-Homomorphismus
o: DG,H — @H ,Dp (fmodJ » Df mod J).

Ohne die obige Identifikation (1) bekommt ¢ die Gestalt.

q)(D)(fIH) =D®)I o fur fEk[G] und DED G.H
4.4.7 B Das Bild des Differentials der natiirlichen Einbettung H & G 72
Mit den Bezeichnungen von 4.4.7 A besteht ein natirlicher Isomorphismus

TeH ={XE TeG | X(J)={0}}.
Genauer, das Bild des Differentials
die: TeH S TeG
der naturlichen Einbettung
tHS G
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ist gleich
Im(die) ={XeE TeG | X(J) ={0}}.

Beweis. Wir bezeichnen die naturliche Einbettung von H in G mit
tHS G
Die Verpflanzung entlang des natiirlichen Homomorphismus
i*: k[G] — k[H], f » ﬂH’

auf den Faktorraum induziert einen Homomorphismus von Lie-Algebren

. _ _ i
dle. TeH = Derk(k[H], ke) — Derk(k[G], ke) = TeG’ D b Der*.

Diese Abbildung ist nach 4.1.9 Aufgabe 4 injektiv. Wegen
- (Dei*)(J) = = D(*(J)) D({0}) = {0}
gilt
Irn(die) C{Xe TeG I Xf=0furfeJ}.

Wir haben noch die umgekehrte Inklusion zu beweisen. Sei D aus der Menge auf der

rechten Seite. Dann ist die Abbildung
D: k[GJJ — k. f mod I 1 D(),

wohldefiniert und k-linear. Weil D eine Derivation ist, gilt dasselbe fur D.
Wir konnen D als Element von TeH betrachten. Nach Konstruktion gilt

D =Dep = die(_D).

Damit besteht auch die umgekehrte Inklusion.
QED.

44.7 C Lemma: D, [ L(G) = L(H) 72

Die Einschrankung des Lie-Algebra-Homomorphismus

O: DGH—>®H,D|-> (fmod J » Df mod J),

von 4.4.7 A auf
D G,HmL(G)
ist ein Isomorphismus von Lie-Algebren
9D HmL(G) —s L(H).
Ergénzung: das Diagramm

-1
L(H) ¢—> Doyl WG < LG

“H > di =lag
T H < TG
e e
ist kommutativ, wenn ocH und o G die Isomorphismen von 4.4.5 (i) und

di:THSTG
e e e

&)
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das Differential der naturlichen Einbettung i: H & G bezeichnen. Man beachte, das

Differential ist injektiv nach 4.1.9 Aufgabe 4.
Beweis. Wir betrachten das folgende Diagramm.

¢

LH) «— LOND;, < LO)
A
$ DsH I
¢/ 0
Dy Dg © L©G)
a'Hl l(x‘G =/
T H g TG
Dabei sei
¢ Dy — Py~ D (i 5 ODI .

der in 4.4.7 definierte Lie-Algebra-Homomorphismus und mit ¢’ dessen Einschrankung
auf L(G)(D GH’
Die Abbildung

d.h. das linke obere Dreieck des Diagramms ist kommutativ.

@5 Dg— TG Dw (f i (DN(e)),

sei die in 4.4.5 definierte k-lineare Abbildung, deren Einschrankung oo = o’ f

GIL G) au
L(G) ein k-linearer Isomorphismus ist, und

oy DH — Te’ D (f » (Df)(e)) und

sei die analoge Abbildung fur H. Insbesondere ist das rechte untere Dreieck des
Diagramms kommutativ. Das Viereck daruber ist es auch (es besteht aus naturlichen
Abbildungen, die jedes Element in sich abbilden).

SchlieBlich sei

p:THS TG D (e DAl),

das Differential der natuirlichen Einbettung H & G im neutralen Element (welches nach
4.1.9 Aufgabe 4 injektiv ist). Das linke untere Viereck ist ebenfalls kommutativ, denn

furDe D und f € k[G] gilt

H
fi(oc’H(d)((}I’))))(f) = OL'H((I)(D))(le) (nach Definition von f3)
= q)(D)(fIH)(e) (nach Definition von OL’H)
= (D(f)IH)(e) (nach Definition von ¢)
=D(f)(e)
= (X’G(D)(f) (nach Definition von o’ G)

Da dies fur jedes f € k[G] gilt, folgt
Bo a Hoq) =as

Wir haben damit gezeigt, das Diagramm ist kommuttiv. Aus der Kommutativitit dieses
Diagramm folgt insbesondere die des in der Behauptung angegebenen.
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Die Einschréinkung ¢’ von ¢ auf L(G)(\D G.H ist injektiv.
Auf Grund der Kommutativitat des Diagramr’ns ist

die Einschriankung von e o Hoq) auf L(G)(D G.H gleich

be @’ 10l 6y =%Ghono. . = *'LonD

G.H G.H

GH

Als Isomorphismus ist o insbesonder injektiv. Dasselbe gilt auch fur die Einschrankung

von o und damit auch fur

pe G,Hoq)lL(G)ﬂ@G .

Dann ist aber auch
¢’ = ¢l
L(G)D G.H
injektiv.
Die Einschrinkung ¢’ von ¢ auf L(G)(D GH ist surjektiv.

Sei D € L(H) vorgegeben. Wir haben zu zeigen, D liegt im Bild von ¢’.
Wir setzen

X = (x’H(-D), d.h. X(f) = -D(f)(e) fur jedes f € k[H].

Wir wenden die Umkehrung des Isomorphismus

W DG — k[G]®kTeG

von 4.4.4 auf 1®B(X) EK[GI®, T G an. Nach 4.4.5 (ii) gilt

v l(1®p(X) = L(G)
und nach 4.4.5 (iv)

G’G(‘P'l(1®l3(X))) =-BX) =-p(a’y(-D)) = fe @’ (D).

Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen,
wlaepx)o C I,
denn dann gilt
D = wlaepx) e LGD

G,H
und
Bl (@°(DY)) = Pl (¢(D)))
=ao’ G(D’) (Kommutativitat des Diagramms)
e G(lp'l(l ®B(X))) (Definition von D”)
=Pe oc’H(D) (nach (1)).

Weil B injektiv ist, folgt
o (@'(DY) =0 (D).

&)

2)

Wegen ¢’(D') € L(H) und D € L(H) (nach Wahl von D) und weil die Einschrankung

von OL’H auf L(H) injektiv ist (nach 4.4.5 (1)), folgt
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D =¢’(D"),
d.h. D liegt tatsachlich im Bild von ¢’. Der Beweis von der Behauptung ist damit auf
den Beweis der Inklusion (2) reduziert. Sei also

fel
ein Element des Ideals J C k[G] von H im Koordinatenring von G. Weil H eine

Untergruppe von G ist gilt u(x,y) € H, wenn u die Multiplikation von G bezeichnet,
d.h

fou: GXG — G
ist eine reguldre Funktion auf GXG, welche identisch Null ist auf HxH, d.h.
A(f) =fou € k[G]®kk[G]
liegt im Ideal I(HxH) von HxH im Koordinatenring k[G]®kk[G]. Dieses Ideal ist

definiert durch die Bedingung
k[G]®kk[G] / I(HxH) = k[H]®kk[H]

= (k[G] /1)) ®k (k[G]/17T)
= k[G]®kk[G] / (J®kk[G] + k[G]®kJ),

d.h.
I(HxH) = J®kk[G] + k[G]®kJ.
Es gilt also
A(f) € J®kk[G] + k[G]®kJ.
Wir erhalten

A =3 f®g
1
mit fi e, g € k[G] oder fi € k[G], g € J fur jedes i. Nach 4.4.4 (ii) ist

wla@BX)® =- 3 £+ BX)(g,)-
i
Der i-te Summand rechts liegt in J falls fi in J liegt. Liegt fi nicht in J, so liegt g inJ
und weil B(X) im Bild der natulrichen Einbetttung |3:TeH =% TeG liegt, gilt

B(X)(g) =0

(nach 4.4.7 A), so daB} auch in diesem Fall der i-te Summand in J liegt. Wir haben
gezeigt

v l1@px))®) €7 fir jedes £ € J,
d.h. es gilt (2) und damit die Behauptung.
QED.

4.4.8 TeG als Lie-Algebra, die F-Struktur von L(G) 72

(i)  Von jetzt ab werden wir fur jede lineare algebraische Gruppe G die Lie-Algebra
L(G) mit dem Tangentialraum TeG identifiziergen mit Hilfe der Abbildung o von

445,



(i)

(iii)
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e
& \*G
LG) — TG
mit B
D,  =Der (G, KG])

TG  =Der (k[Gl.k)
o ;D)) = Df)(e) fur f EK[G]
a (D)(f) = (Df)(e) fur f € L(G)

Insbesondere vereinbaren wir, daf3 der Tangentialraum TeG mit der von L(G)

kommenden Lie-Algebra-Struktur versehen ist.
Die Lie-Algebren von linearen algebraischen Gruppen

G, H, ..
werden wir mit
L(G), L(H), ...
bezeichen oder auch mit den entsprechenden kleinen fetten Buchstaben*
g, h, ..

Ist : G — G’ ein Homomorphismus von linearen algebraischen Gruppen, so
schreiben wir auch

dp:g — g’
fur das Differential d(])e von ¢ im neutralen Element (vgl.4.1.3 und 4.1.7) und

nennen d¢ Differential von ¢. Wenn es darauf ankommt einen Unterschied
zwischen L(G) und TeG zu machen, bezeichnen wir mit

L(¢): L(G) — L(G’)
die eindeutig bestimmte k-lineare Abbildung, fur welche das Diagramm

L(G) E) TeG
L(9)] Lo

(0
LG) S T G

kommutativ ist, d.h.
’_1 )
L(p) =5 dq)e e
Ist F C k ein Teilkorper und G eine F-Gruppe, so bezeichnen wir den F-
Vektorraum TeG(F) der F-rationalen Punkte von TeG (vgl. 4.1.8) auch mit
L(G)(F) := TeG(F) oder g(F) := TeG(F).

Dies ist eine Lie-Algebra uiber F. Betrachten wir L(G)(F) mit Hilfe von o als F-
linearen Unterraum von L(G) so gilt

L(G)(F)=L(G) D G(F) mit D G(F) =% DerF(F[G], F[G])

im Original werden gothische anstelle von fetten Buchstaben verwendet.
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(iv) Ist F C k ein Teilkorper und ¢: G — G’ ein uiber F definierter Homorphismus

von F-Gruppen, so induziert

df: g — g’
eine F-lineare Abbildung
g(F) — g’(F).
Beweis von (iii) und (iv).
Zu (iii).
1. Schritt. D G(F) = DerF(F[G] ,F[G]) ist eine F-Struktur von D
Genauer, es gibt Isomorphismen
k®F@ G(F) = Derk(k®FF[G], k®FF[G]) = Derk(k[G], k[G]) =D

= Derk(k[G], k[G]).

G

c®D b (dBf b» (cd)®D() » (=3 Cifi mit fiEF[X] B cdciD(fi)
i i
(vgl. auch Bemerkung 4.1.8 (1)).
Dies ist die Aussage des zweiten Schritts im Beweis von Bemerkung 4.4.4 (ii1).

2. Schritt. Es gilt a'l(TeG(F)) =L(G)ND G(F)

Wir betrachten das Diagramm

o
LG) & Dg=Der (K[G1K[G]) S T .G = Der, (k[Gl.k )
Jy’ Jy Jy”
aG(F)

L(G)D G(F) <D G(F):Der(F[G],F[G]) — TeG(F):DerF(F[G] ’Fe)
Dabei sei

a’G: DG — TeG, D b (f » (Df)(e)),
die k-lineare Abbildung von 4.4.5, deren Einschrankung

o= L(G) —s TG

G'L@G)
ein k-linearer Isomorphismus ist.

Die mittlere vertikale Abbildung  sei die am Ende des ersten Schritts beschriebene
Einbettung,

Db 1®D,

durch welche D G(F) zu einer F-Struktur von D G wird.

Die linke vertikale Abbildung v’ sei die Einschrinkung von v auf L(G)( D G(F),

sodal} das linke Viereck des Diagramms kommutativ ist.

SchlieBlich sei die rechte vertikale Abbildung ¢ die im Beweis von Bemerkung 4.1.8
(1) beschriebene Abbildung

D I®D,
durch welche TeG(F) zu einer F-Struktur von TeG wird. Die untere horizontale

Abbildung o’ G(F) sei das Analogon von o’ uber F, d.h. die Abbildung

G
o G(F): D G(F) — TeG(F), D (f » (Df)(e)),

% vol. 4.4.4 (iii).
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Direkt an den Abbildungsvorschriften liest man ab, dall auch das rechte Viereck des
Diagramms kommutativ ist. Die Zusammensetzung

B LGN DB — T_G(F)

der Abbildungen der unteren Zeile wird durch das Diagramm gerade die Einschrankung
der Zusammensetzungen

a: L(G) — TeG

der Abbildungen der oberen Zeile. Es gilt damit
L@GONDGE C o (T G(F)). (1

Wir haben noch die umgekehrte Inklusion zu beweisen. Sei

De a'l(TeG(F)).
Wir setzen

X :=-a(D) € TeG(F) = DerF(F[G], Fe)'

Weil G eine F-Gruppe ist, ist die Umkehrung des Isomorphismus

w: D — KIGI®, T G,
von 4.4.4 uber F definiert, d.h. es gilt
vlaex) e De®.
(vgl. 4.4.4 (iii)). Nach 4.4.5 (iii) gilt auBerdem
v laex) e o),
zusammen also

111'1(1®X) € L(G)ﬂDG(F). 2)
Aullerdem gilt
oc(‘IJ'l(1®X)) =-X (nach 4.4.5 (iv))
=a(D) (nach Definition von X)
Weil a ein Isomorphismus ist (nach 4.4.5 (1)), folgt
D =wliex).

Zusammen mit (2) erhalten wir D € L(G)("\D G(F). Damit besteht auch die zu (1)

umgekehrte Inklusion, d.h. es gilt die Behauptung.

3. Schritt. Die Einschrankung der Lie-Klammer von L(G) definiert auf dem F-
Vektorraum L(G)(F) die Struktur einer Lie-Algebra.

Nach (i) identifiziert der k-lineare Isomorphismus

a: L(G) — T G
die Lie-Algebra L(G) mit dem Tangentialraum TeG und definiert so die Lie-Algebra-

Struktur von TeG' Mit anderen Worten, nach Definition der Lie-Algebra-Struktur von

TeG ist a ein Isomorphismus von Lie-Algebren. Verwenden wir die Identifikation o
um L(G)(F) = TeG(F) mit einem F-linearen Unterraum von L(G) zu identifizieren, so
wird

L(G)(F) = a'l(TeG(F)) (S LG)

zu einer F-Struktur von L(G) (vgl. Bemerkung 1.3.7 B(vi)) und a zu einem F-
Isomorphismus. Nach dem zweiten Schritt ist damit aber
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L(G)(F) = Ot'l(TeG(F)) =L(G)MD4(F)

der Durchschnitt der Lie-Teilalgebren L(G) und D G(F) von D G Die Lie-Klammer

zweier Elemente von L(G)(F) liegt also wieder in L(G)(F). Die Einschrankung der Lie-
Klammer von
D G~ Derk(k[G], k[G])
auf L(G)(F) definiert eine Lie-Klammer
L(G)(F) x (G)(F) — L(G)(F), (D’, D”) » [D’, D] =D’D” - D”eD’,

und definiert so auf L(G)(F) die Struktur einer Lie-Algebra.
Zu (iv). Weil ¢: G — G’ ein F-Morphismus ist, ist der k-Algebra-Homomorphismus
der Koordinaten-Ringe

¢*: k[G’] — k[G]
uber F definiert, d.h.

$*(FIG’]) & FIG]

Damit ist das Differential mit neutralen Element
dp : T G—T G, X Xoo*,
e e e
uber F-Definiert: fur X € T G(F) = Der (F[G], Fe) gilt

(XFH)(F[G’]) = X(F*(F[G’])
= X(F[G])
CF,

Dabei ist Fe als F[G’ ]—Modul gleich Fe’ Fur X e TeG(F) gilt damit
do (X)(F[G’] = (Xt*)(F[G’]) C Fo.

also
d¢e(TeG(F)) C Te,G’(F),

d.h. dq)e ist tatsachlich uiber F definiert, induziert also eine F-lineare Abbildung

do IT G(F) : T G(F)—>T G’(F)
wie behauptet.
QED.
4.4.9 Proposition: d¢ als Lie-Algebra-Morphismus 72

Sei ¢: G — G’ eine Homomorphismus von linearen algebraischen Gruppen. Dann
sind
dp: TG—T .G
e e e
und
L(¢): L(G) — L(G)
ein Homomorphismen von Lie-Algebren, die im Fall einer positiven Charakteristik p

des Grundkorpers mit den p-Operationen kommutierten.
Bemerkungen
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(i)  Auf Grund der Definition der Lie-Algebra-Strukturen auf den Tangentialraumen
TeG und TeG’ in 4.4.8 (i) und der Definition von L(¢) in 4.4.8 (ii), reicht es, die

Behauptung fur eine der beiden Abbildungen dq)e und L(¢) zu beweisen.
(ii) Die Argumentation fur den Beweis des Falles einer abgeschlossenen Einbettung
GG
lautet im Original, daf} die Identitat
oc-é (X)(fo0) = (aé,(dq)e(X)))(f) fur X € TeG und f € k[H]

bestehe und daraus die Behauptung folge. Diese Identitat ist insofern problema-
tisch als die beiden Seiten in verschiedenen Ringen liegen:

(a1 (0 _CX))(H) € KIH] und argy (X)(Fog) € KIG] = K[H]/.
Man kann also bestenfalls erwarten, es gilt
g (X)(Fo) = (cigy-(dp_(XN)(E) mod . *)

Im ersten Schritt des nachfolgenden Beweises beschéftigen wir uns mit einer
Identitat, die im wesentlichen mit dieser iibereinstimmt.

(iii)) Im Anschluf} an den Beweis der Proposition geben wir in einer etwas laxen
Argumentation an, wie man aus der Identét (*) auf die Behauptunt fur abgeschlos-
sene Einbettungen schliefen kann.

Beweis

1. Schritt. Fur XETeG und x € G gilt

-1 -1
oG (), 0% = A (A0 )X (1)
Fuar D € L(G) und x € G gilt
D, 0% = (LD, o)

(die beiden Identitaten sind aquivalent).
Wir haben zu zeigen, fur jedes f € k[G’] gilt
-1 -1
oG X), (fod) = ag-((do (X))
Fur die linke Seite der behaupteten Identitat erhalten wir
-1
LHS = o (X)X (fod)

o) P

= ((dLX)e(aé,(X)e))(foq)) (oc_é (X) ist invariant, vgl. Bem. 4.4.31(iv))

= ((dL,) (X)) (F=) (denn agj (X)_ = (oG (X)= X)
= (XOLi)(foq)) (Definition des Differentials in 4.1.3)
= (XOLioq)*)(f) (Definition von ¢*)

= (X°(¢°LX)*) () (Der Funktor “*” ist kontravarient)

Fur die rechte Seite ergibt sich
-1
RHS = “G’((dq’e)(x))q)(x) ®

= ((dL )(oci{l ((dcl)e)(X)) NE) (oc_é,(...) ist invariant)

d(x) o(e)
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-1 -1
= ((dL¢(X))((d¢e)(X)))(f) (denn O‘G’(?)q)(e) =05 (aGM)=7)
=((dL 0 (X))(qu)*)(f) (Definition des Differentials)
= (X°¢*°L:; (X))(f) (Definition des Differentials)
= (Xe(L o (X)oq))*)(f) (Der Funktor “*” ist kontravariant)
Der Beweis von (1) ist damit auf den Beweis von
0L =Ly o0 3)

zuriickgefuhrt. Der Beweis von (3) ergibt sich aber aus der Tatsache, daf3 ¢ ein
Gruppen-Homomorphismus ist: fur y €G gilt:
(¢°LX)(y) = ¢p(xy) (Defininition von LX)

=¢(x)*p(y)  (denn ¢ ist ein Homomorphismus)
=Ly )

=L, , .o .
L0 PO
Damit ist (1) bewiesen.
Weil a G L(G) — TeG ein Isomorphismus ist, hat jedes D € L(G) die Gerstalt

D= aé(X) mit X € TeG'
Wir ersetzen X in (1) durch o G(D) und erhalten
-1
o % e s
D_ o0 = (49 ) (e (D))

= (L(9)(D)) (%)

2. Schritt. Reduktion des Beweises der Behauptung auf die beiden folgenden
Spezialfalle.

d(x)
(vgl. die Definition von L(¢) in 4.4.8 (i1)).

(a) ¢ ist eine abgeschlossene Einbettung.
(b) ¢ ist surjektiv.

Der Homomorphismus faktorisiert sich wie folgt.
06 ontn
mit Homomorphismen ¢’, ¢ von linearen algebraischen Gruppen mit
¢’(x) =, ¢(x)) furx€G
" (x,y) =y fur (x,y) € GxH.

Dabei ist ¢” surjektiv. Es reicht zu zeigen, ¢’ ist eine abgeschlossene Einbettung. Als
Bild eines Homomorphismus von linearen algebraischen Gruppen ist

¢’ (G)
eine abgeschlossene Untergruppe von GXH (vgl. 2,25 (ii)). Es reicht zu zeigen,

$: G — ¢’(G), “4)
ist ein Isomorphismus. Die Einschrankung der Projektion auf den ersten Faktor,

p: 9’ (G) — G, X,y) b X,

ist Homomorphimus von linearen algebraischen Gruppen. Es gilt fur x € G
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(¢’ (X)) = p(x, p(x)) = x fur jedes x € G,
also
ped’ = idG.
Weiter gilt fur (x, d(x)) € ¢’(G)
¢’ (p(x, (X, 9(x)))) = ¢’(x) = (X, $(x)),

also
Q’op = 1dG.
Also ist (4) tatsachlich ein Isomorphismus.
3. Schritt. Beweis der Behauptung fur den Fall, dal
¢:G— G’

surjektiv ist.
Der auf den Koordinatenringen induzierte k-Algebra-Homorphismus

¢*: k[G'] & k[G], " & 7009,

ist injektiv. Wir konnen bei Bedarf k[G’] mit seinem Bild in k[G] identifizieren und
k[G’] als Teilalgebra von k[G] auffassen. Die Identitit (2) des ersten Schritts bekommt
dann die Gestalt

D®)(¢(x)) = (UP)D)E)(¢(x)) fur jedes £ Ek[G’] und jedes x € G
d.h.

Df = (L(¢)(D))f firr jedes f € k[G’]
d.h.

L@D) =Dl .- &)

Man beachte, D ist auf k[G] definiert, L(¢)(D) jedoch nur auf der “Teilalgebra” k[G’].
Weil das Bild der Derivation L(¢)(D) in k[G’] liegt, gilt insbesondere
D(k[G’]) C k[G’] fur jedes D € L(G). (6)
Mit (5) und (6) ist aber L(¢) ein Lie-Algebra-Homomorphismus: fur D’,D” € L(G) gilt
L(¢)([D*,D”]) =[D’, D] |

k[G’]
=(D’eD” - D”D’) lk[G’]
=D lk[G’]oD lk[G’] -D Ik[G’]OD Ik[G’])

=L(p)(D’)° L(9)(D”) - L(p)(D7)° L(9)(D)
= [L(p)(D7), L(p)(D)],
d.h. L(¢) ist tatsachlich ein Lie-Algebra-Homomorphismus.
Ist die Charakteristik des Grundkorpers, so konnen wir die analoge Rechnung auch fur

die p-Operationen durchfuihren: fur jedes D € L(G) gilt

P = (DP
LOOP) =0
= p

= (L(®)(D))P,
d.h. L(¢) kommutiert tatsachlich mit den p-Operationen.
4. Schritt. Beweis der Behauptung fur den Fall, daf

$:GS G
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eine abgeschlossene Einbettung ist.

Zum Beweis verwenden wir den Lie-Algebra Isomorphismus von 4.4.7 C den wir hier

mit a\; bezeichnen wollen,

~Y

b: DH,q)(G) M L$(G) — L§(G)), D b (fl

(mit f € k[G’]), und den Isomorphismus

[ D(f)lq)(G))

®(G)
$: L(G)) — L(G), D 1> p*eDo(yp*) !
wobei { den Isomorphismus
¥: G — §(G), x b d(x),

bezeichne. Wir betrachten das Diagramm

~Y ~Y

D (ML(¢(G)) i L($(G)) i L(G) ﬁ TT
G’,9(G) = = e
e Lo
OLG’ (7)
£ L(G) = T, .G’
\p
Yoo o Do

dessen rechtes Viereck nach Definition von L(¢) kommutativ ist (vgl. 4.4.8 (ii)). Zum
Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, daf} auch das linke untere Viereck
kommutativ ist, d.h.

L($)opeod = (8)

id ,
Dy gMNLOG)

denn dann konnen wir fur D’, D” € L(G) Elemente ﬁ’, Dre ®H, G () L(¢(G))
wihlen mit

und des gilt 0e ({F°$)(ﬁ’) nd D" = () $ >

L@®)(D”.D"]) = L@)(IW=$)(D"), =$)D™))

= L(¢)((ﬂ; orq\)J)([f)J’, 5”]) ($ und ﬂ; sind Lie-Algebra-Homomorphismen)

= (L= )([D", D))
=D, D7 (wegen (8))
= [(L@)>g°§) D). W@eP§)D™)] (wegen (8))
= [L(§)(D’), L($)(D)] (nach Wahl von D’ und D)

d.h. L(¢) ist tatsachlich ein Lie-Algebra-Homomorphismus. Auflerdem konnen wir im
Fall einer positiven Charakteristik p zu vorgebenen D € L(G) ein Due @H G N
L(¢(G)) wahlen mit

D =@o¢)D).
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Aus den Abbildungsvorschriften von ﬁ; und $ liest man ab, daf} diese mit der p-
Operation kommutieren. Insbesondere gilt

@°¢)(DP) = (P=¢)(D)P ©)

Damit gilt
L@®P) =L@ @§)D)P) (nach Wahl von D)

=L(@)(Wpe9)D)P)) (wegen (9))

= (L(@)ped)( (DP)

=([D)P (wegen (8))

= (L(@epe§)(D) P (wegen (8))

=(L(¢p)(D)) P (nach Wahl von D)

d.h. L(¢) kommutiert tatsachlich mit den p-Operationen.
Damit ist der Beweis der Behauptung auf den der Kommutativitit des linken unteren
Viereckts des Diagramms (7) zuruckgefihrt.

FurD €D, #G) M L($(G)) und f € k[H] gilt

(et °L(@)Yo@)D)(E) =** (dh_car sy D))
= (dg 2o W)@ (D)) ()
=(d¢ 0 )(W*o§ (D) o(}*)” 1Y(®  (nach Definition von J)
=dg_( (Y*o ¢ (D) O(w*)'l)e )(H)  (nach Definition von o)
= (Y*o$ (D) o(w*)'l)e(q)*(f)) (nach Definition von d¢_ in 4.1.3)

= o F (D) op®) H@*()e)  (vgl. Bemerkung 4.4.31 (iv))
= (PG D)) L @*(D))(e)

= (w*°$(D))((¢°w'1)*(f)))(e) (der Funktor * ist kontravariant)
= (w*°$(D))(fI o G)))(e) (q)olp'l ist die Einbettung ¢(G)H)
= p*(D()! o G)© (Definition von §)
=D o G))(lp(e)) (Definition von 1*)
=D()(¢(e)) (Definition von )
=qa G,(D)(f) (Definition von a G,)
Es gilt also

o5 L@)ped =as, .

% auf Grund der Kommutativitit des rechten oberen Vierecks im Diagramm (7).
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Weil a G’ ein Isomorphismus ist, gilt damit die Identitét (8), d.h. das linke untere
Viereck des Diagramms (7) ist kommutativ, d.h. es gilt die Behauptung.
QED.

Zur Folgerung der Behauptung in Fall abgeschlossener Einbettung aus
der Identitdt (*) von Bemerkung (ii).

Fur X, Y € TeG ergibt sich

Ao (XY =og(XYD  (nach (%)
-1 1 - .
= [(xG (X), a G ()] (Definition der Lie-Klammer auf TeG)
= [ (@ (XD - @0 (Il (nach ()
= [} (A (X) . o (o (V)] |

= oci_% ([dq)e(X))’ d¢e(Y))] lG (Definition der Lie-Klammer auf TeH)'
Auswertung im neutralen Element ergibt
do (IX.Y]) = [d¢ (X)), dp_(Y)]-

Die Vertraglichkeit mit der p-Operation im Fall einer postiven Charakteristik des
Grundkorpers wird analog bewiesen:

a0 XPh L = agxIP)) (nach (%))

= OL_GI X)P (Definition der p-Operaton auf TeG)
= (o (X )P (nach ()
= o (dp_COPl,

= on_}% (do e(X)[P])|G (Definition der p-Operaton auf TeH)
Auswertung im neutralen Element ergibt
dp (xIP) = dgp_c)IPl

4.4.10 Beispiele fur L(G) 73

4.4.10 Beispiel 1: die additive Gruppe 73
Sei G = Ga die additive Gruppe. Der Koordinatenring von G ist dann ein Polynomring

in einer Unbestimmten,
k[G] =k[T]
(vgl. 2.1.4 Beispiel 1). Die Derivationen von k[G], die mit den Translationen

G— G, Tp T+a,

(mit a € k) kommutieren, sind gerade die Vielfachen von
X = d
=97 -
Ist die Charakteristik p des Grundkorpers positiv, so gilt
XP =0.
Damitist g :=L(G) = L(Ga) die eindimensionale Lie-Algebra
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L(G) = kX
mit
[X,X]=0
und mit XP = 0 (letzteres im Fall p>0).
Beweis. 1. Schritt: L(G) C keX.

SeiD € L(G) C Derk(k[G], k[G]). Nach der Produktregel gilt

DI  =n.TlpT jede nicht-negative ganze Zahl n.

also
(DTY)(x) = n~xn'1-DT fur jedes x €k
Weil D linear uiber k ist, folgt fur jedes f € k[T]
df df
Df =d—T-DT Ek[T]-d—T

AuBerdem soll D invariant sein, d.h. es gilt
DOKa = XaOD fura €k,

also
(D) )(®)  =Dg
_dg
=arPT
- &L (T-2)-OTY(T)
und

(. D)f) = (Di(T-2)
df
=@r
= {1 (T-2)-OTY(T)
sind gleich fur alle a, d.h.
AL (T-a)+(DT)(T) = 95 (T-)+(DTY(T-a)

fur jedes f und jedes a. Speziell fur f = T erhalten wir
1+«(DT)(T) = 1+(DT)(T-a)
d.h. (DT)(T-a) hangt nicht von a ab, d.h.

D(T) Ek

*DT)(T-a)

Es folgt
D =keX.
2. Schritt. L(G) = keX.
Wir haben noch zu zeigen, X ist invarient, d.h. es gilt

Xoh =N oX
a a
fur jedes a € k.
Sei
g(T) := kaf = f(T-a).
Dann gilt
(X)) =Xg
d
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= % (T-a)sDT
= (Xf)(T-a)
= (. X)(D),
also
Xoh =X oX
a a
3. Schritt. XP = 0.
Es gilt
XT0 = pert-!
X2T = pe(n-1)-T2

XPTD = ne(n-1)e...«(n-p+1)sTHP
Von den Zahlen n, n-1,...,n-p+1 ist eine durch p teilbar, d.h. es ist

XPT! = 0.
Weil X eine k-lineare Abbildung ist, so gilt dasselbe fur XP, d.h. es ist
XP(f) = 0 fur jedes f € k[T]

also
XP =0.
QED.
4.4.10 Beispiel 2: die multiplikative Gruppe 73

Sei G := Grn die multiplikative Gruppe. Der Koordinatenring von G hat die Gestalt

k[G] = k[T, T 1]
mit einer Unbestimmten T (vgl. 2.1.4 Beispiel 2). Die k-Derivationen von k[G], die mit
den Translationen

G—GTp aT,

(a € k*) kommutieren, sind gerade die Vielfachen von

d
X :=Te IT-
Damit ist L(G) die eindimensionale Lie-Algebra
L(G) = kX
mit
[X, X]=0.

Die Lie-Klammer ist dieselbe wie die der additiven Gruppe.
Ist die Charakteristik p des Grundkorpers positiv, so gilt

xP=x.
Die p-Operation ist also eine andere (im Fall p > 0).

Beweis. 1. Schritt: L(G) C keX.
SeiD €L(G) C Derk(k[G], k[G]). Nach der Produktregel gilt

DT"  =n.TvLDT fur jede ganze Zahl n.

also
Weil D linear uiber k ist, folgt fur jedes f € k[T]
df df
Df =37 DT Ek[T]-d—T

AuBerdem soll D invariant sein, d.h. es gilt
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Do)\ =A oD fura €k,
a a

also
(D )(H)  =Dg
_dg
=97 DT
-1 df -
=g @ DO YD)
und

(D) =DH@E'D
df
=@
df ]
= 7@ T OT)@ )
sind gleich fur alle a, d.h.
a gt @ DO = S @D )
fur jedes f und jedes a. Speziell fur f = T erhalten wir
a Lo (DTY(T) = a+(DT)(@ 1 T)
d.h.DT ist homogen vom Grad 1, d.h. DT € keT und

d
D kT aT

D)@ 1T

2. Schritt. L(G) = keX.
Wir haben noch zu zeigen, X ist invarient, d.h. es gilt

Xoh =M oX
a a
fur jedes a € k.
Sei
o(T) =1 f= fa™1T).
Dann gilt
(Xeh () =Xg
d
=Te d%,“ DT
- a'lT-:g @ 1T)-DT
= (X T)
= °D)(®),
also
Xoh =M oX
a a
3. Schritt. XP = X.
Es gilt
XT?  =np.T?
X210 = 2.0
XPT = pP.Th

Der Primkorper von k ist von der Ordung p, seine mulplikative Gruppe ist zyklisch von
der Ordnung p-1, d.h. es es in P! = 1 in k. Damit gilt
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XPT? = peT™ = XT™.
Weil X linear ist uber k, ist auch XP linear tiber k, d.h. es gilt
XP(f) = X(f) fur jedes f € k[T,T 1],

also
xP =X.
QED.
4.4.10 Beispiel 3: allgemeine lineare Gruppe 73
Sei G := GLn die allgemeine lineare Gruppe. Der Koordinatenring von G hat die
Gestalt
KIG] = KIT,, Dl iij=1,..n]
mit
Tll T1n
D:=det] ... ... ...
T T
nl nn

mit Unbestimmten Tij (vgl. 2.1.4 Beispiel 3).

(i)  Die k-Derivationen von k[G], die mit den Translationen
G—G Xp AKX,

A€ GLn kommutieren, sind von der Gestalt
DX: k[G] — k[G]

mit X = (Xij) S gln und

n
Dy(T=- 3T

o=1

L X
o o]

Dabei bezeichne

gln

die Lie-Algebra der nxn-Matrizen mit Eintragen aus k mit der Lie-Klammer
[X,Y]:=XY -YX
und im Fall einer Charakteristik p > 0 des Grundkorpers k mit der p-Operation
X[P] = XP
(p-te Potenz der Matrix X).

Erganzung: Jedes D € D _=Der (k[G k[G]) hat die Gestalt

G
D = D(T ) 0
- E ( uV) aT 9
u,v=1 uv
also jedes D € L(G) von der Gestalt
n
0
DX =- > TuZ'XZ aT mit X = (X )Egl
u,v,f=1

(i) Die Abbildung

gln — LG, X » DX’
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@iv)
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ist ein Isomorphismus von Lie-Algebren uiber k, welcher im Fall einer positiven
Charakteristik des Grundkorpers die p-Operationen respektiert.

Furx € GLn und X € glIl gilt, wenn wir mit Hilfe des Isomorphismus von (ii)

L(G) mit gln identifizieren,

Ad()X = xXx1,
Genauer, es besteht ein kommutatives Diagramm von k-linearen Isomorphismen

L(G) = L(G)
=/aq =/
di 2
TG — TA" =gl
€ = (] n
Adal= =To .

2
TG — TAY=gl
c = c n

=Ndg =\
L(G) = L(G)
Dabei seien

= 2=
die: TeGLn — Te K" — gln das Differential der naturlichen Einbettung

2
i:GL o k" =gl
n n
der offenen Teilmenge GLn des k-Vektorraums gln in diesen

Vektorraum.
e L(G) — TeG’ Db De der Isomorphismus von 4.4.5 (i),

Q: gln — L(G), X » D, der Isomorphismus von (ii).

X’
) 1 . . .
0, glIl — gln, X b axa -, die Konjugation mit a € gln
Ad a: TeG — TeG’ das Differential von Oa (vgl. 4.4.1B).
Der Isomorphismuse die hat die Abbildungsvorschrift
dle: TeGLn — gln Db (D(Tij))i,j=1,...,n’
wenn Tij € k[G] die regulare Funktion ist, die jede Matrix auf deren Eintrag in

der Position (i,j) abbildet.
Fur jede abgeschlossene Untergruppe H C GLn identifiziert der Isomorphismus

von (i1) die Lie-Algebra L(H) mit einer Lie-Teilalgebra von gln.

Beweis.

1. Schritt. Bezeichnungen.
Wir setzen
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0 0
) aTH aTln
ﬁ =( ) = oo
1 0 0
oT , = aT
nl nn
Furu, v=1,..., n sei
n B
DuV =- 2 Tau.aT
v

a=1
Unter Verwendung des Standard-Skalarprodukts kann man Dij auch in der folgenden

Gestalt schreiben

9
aTlv

Duv =- <(T1u’ Tnu) , a >=-< (T-eu), (éa—T-ev) >,
Mov

Mit anderen Worten, DuV ist das Matrizen-Produkt des Transponierten der u-ten Spalte
. d d

T-eu von T mit der v-ten Spalte T, Von 57 » d.h.

= _t ° ° io

D =-(Twe )+Gpee, ), (1)
wenn wir mit 'X die zu einer Matrix X transponierte Matrix bezeichnen. Es gilt
dT..
= _t ° ° —l‘]o = _t ° ° °
Duv(Tij) = X(Twe Jo(mphe )=l T (Eij e)

Dabei bezeichne Eij die nxn-Matrix, deren einziger von Null verschiedener Eintrag sich

in der Position (i,j) befindet und gleich 1 ist. Das Produkt t’T-Eij ist eine Matrix, deren

einzige von Null verschiedene Spalte die j-te Spalte ist und deren j-te Spalte gleich

Til
Lr.ei =1 .
T.
in
ist,
t t .
T-Eij = (0,...,0, T-ei,O, 0= 3 Tia. Eocj'
a=1
Es folgt
n
uv(Tuv) TS 2 i ocj.ev
a=1

n

- - .t [ ] L]

=2 Tioc (eu Eocj ev)
a=1

n
=2 Tia.(éau.éjv)
o=1
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n
= > T. o¢x . mitx .=98 d.
i "oj oj ou jv
o=1
=DX(Tij)

wenn X = (X..) die Matrix mit x.. = 8. ¢d. bezeichnet,d.h. X =E . Es gilt also
ij ij iu jv uv

Duv(Tij) = DEUV(Tij) (2)
fur alle i,j,u,v € {1,...,n}

2. Schritt. Die Elemente von D, = Derk(k[G], k[G])

G
(a) Jede k-Derivation D: k|G] — k[G] ist eine Linearkombination der k-
Derivationen
9
oT..

mit Koeffizienten aus k[G], d.h.1J
D= i’j%fij(T). %ijmit fij(T) e k[G] = k[Tij’ Dl iL,j=1,..n] (3)
(b) Die Derivation (3) ist durch die regularen Funktionen
fij (T) € k[G]
eindeutit festgelegt.
(c) Fur jede Wahl von regularen Funktionen fij (T) € k[G] ist durch (3) eine

k-Derivation D: k|G] — k[G] definiert.

Zu (b) und (c). Weil

D G = Derk(k[G], k[G]) = Homk(Qk[ Gl/k’ k[G])

ein k[G]-Modul ist, ist jede k[G]-Linearkombination von Elementen von D G ein

Element von D G Das gilt insbesondere fur die Linearkombinationen der der
d
. € Do
1
Damit gilt (c). Eine Linearkombination der a%ist trivialerweise durch deren
ij
Koeffizienten festgelegt, d.h. es gilt (b).

Zu (a). Sei D: k|G]—k[G] eine k-Derivation. Fur jedes Potenzprodukt

n o..
p= [IT.YEKT..lij=1..n] C k[G]
ij=1"Y 4
gilt nach der Produktregel

n ao..
D(p) =DCIIT.))
ij=1"
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— E (HT 1_]/T UV),D(T UV)
u,v=11,j=1

= 2 (a -D-T Fuv’ ( HT iy uv)-D(T )
u,v=1 uv 1,j=1 ij

oT UV
n Ll

( ]_[T 1J/T uv)D(T )
u,V=1 llV 1]-1 ij
Doy
= 3 nT CD(r )
u,v=1 uv ,_]1
also

n 9

D(p) = 3 DT, )7
u,v=1 uv
Weil D als k-Derivation eine k-linere Abbildung ist, besteht diese letzte Identitat fur

jedes Polynom p € k[k[Tij li,j = 1,...,n]]. Weil sich jede k-Derivation

k[k[Tij l1,j=1,...,n]] — k[G]
auf genau eine Weise zu einer k-Derivation
k[G] — K[G]
forsetzen 1aBt (nach Bemerkung 4.1.1A (v)), gilt die Identitat sogar fur jede regulédre
Funktion p € k[G], d.h. es gilt

n
D = Y D(T
u,v=1

d
o) TT “)
uv

mit D(TuV) e k[G].

3. Schritt. D € L(G).
I uv

n
Nach dem zweiten Schritt ist die LinearkombinationD :=- Y T 9 ———c¢in
uv au 0T

a=1 ov

Element von D G Wir haben noch zu zeigen, Duv ist invariant gegenuiber linken

Translationen, d.h. es gilt
[ -1 = -1 o
Duv MA) " =MA) oD
fur jede Matrix A € G, d.h. fur f(T) € k[G] und A € G gilt
DuV(f(AT)) = Duv(f(T)) (AT).
Es gilt

oy af(AT)
D (AT) = HTwe )(Sog

V) (nach (1))

Wenn wir mit (X)ij den Eintrag der Matrix X in der Position (i,j) bezeichnen, so gilt



Of(AT 0 of o
T ( )) = 2 g1 L AD—%F; :
G,le [0 1]
= 3 an-l s
aTOLﬁ BTI (xy y[3
a,p=1 J y=1
n
of
= 2 a1 (AD(A)
a=1 X
_ ta, Of,
= (‘A+ FP(AT)
also
of(AT) _ty. of
JT = A (AT).
Wir setzen ein und erhalten
—_ t [ ] [ ] t [ ] af [ ]
Duv(f(AT)) = -YT eu) (‘A 7T (AT) ev)

of
9T (AT)-eV)

= t L] L] i L] 1
=(-(T eu) ( T eV))I AT (T ist durch AT zu ersetzen)
= (Duv(f(T))I AT (nach (1)
=D, (D) (AT)
Wir haben gezeigt, DuV ist linksinvariant, liegt also in L(G).

4. Schritt. die DX definieren Elemente von L(Q)

Fur jede nxn-Matrix X = (Xij) mit Eintragen aus k gibt es genau ein D € D

G
mit N
D(Tij) = DX(Tij) furij=1,..,n
Es gilt
n
D = 2 Xuv.Duv
u,v=1
Insbesondere liegt D in L(G). Wir werden fur dieses D die Bezeichnung DX
verwenden.
Nach dem zweiten Schritt ist jedes D € D G durch dessen Werte D(Tij) in den Tij
eindeutig bestimmt (vgl. (4)). Es reicht zu zeigen, fur
n
X= (Xij) = 2 XUV.EUV
u,v=1
gilt
n
(u E_ lxuv'Duv)(Tij) = DX(Tij) (%)
denn dann ist ’
n
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ein Element von D G mit D(Tij) = DX(Tij) fur alle i und j, welches nach dem dritten

Schritt in L(G) liegt (denn L(G) ist ein k-Vektorraum). Nach Definition von DX ist (5)

aquivalent zu
n n

(2 Xuv.DuV)(Tij) == 2 Ti(xxaj
u,v=1 o=1

Beide Seiten der behaupteten Identitat sind linear in den Xij €k, d.h. sie hangen linear

von der Matrx X = (Xij) ab. Da jede nxn-Matrix mit Eintragena aus k eine k-
Linearkombination der Elementarmatrizen Euv ist, konnen wir zum Beweis von (5)
annehmen, X = Euv' Es reicht also zu zeigen,

Duv(Tij) - DEuV(Tij)
Nach dem ersten Schritt besteht diese Identitét (vgl. (2)). Damit ist die Ausage des

vierten Schritts bewiesen.

5.Schritt. Beweis von (i) und (ii)
Die Abbildung
cp:gln — L(G), X » DX
ist ein Isomorphismus von Lie-Algebren uiber k und respektiert im Fall einer

positiven Charakteristik p des Grundkorpers k die p-Operation.
Nach dem vierten Schritt ist die Abbildung wohldefiniert (d.h. D, ist ein Element von

X
L(G)). Ebenfalls nach dem vierten Schritt ist ¢ eine k-lineare Abbildung. Fur
X € Ker(p)
gilt
n
o=1

furi,j = 1,...,n, also X = 0. Die Abbildung ¢ ist injektiv. Weiter gilt
dimk L(G) =dimG (nach 4.4.6)

=dim GLn (wegen G = GLn)

=" dim A"
2

= n.
= d1mk gln
Als injektive k-lineare Abbildung zwischen k-Vektorraumen derselben (endlichen)

Dimension ist ¢ ein k-linearer Isomorphismus. Wir haben noch zu zeigen

7 GL ist nicht-leere offene Teilmenge der irrduziblen Varietit A™ . Deshalb gilt
n

2
K(GL )= k(A" )

also

2 2
dim GL =tr.deg k(GL )=tr.deg k(A" )=dim A"
n k n k
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e([X,Y]) = [@(X), @(Y)]
und im Fall einer positiven Charakteristik p des Grundkorpers

O(XP) = (@(X)P)
Es gilt mit X = (Xij) und Y = (yij):
[, 9(VIT;) =Dy, Dy KT,
=D, D, -D_°D )(T )

XY 7Y X
=Dy (Dy(T;)) - Dy Dy (T))

=(D(ETY)D(E

10” oy 1oc OLJ
o=1 ocl

(3 DT, )y o -3 DT, ) o
o=1 o=1
n

n
= 2 (2 TigXpe) Yoy - 2 ( ETiB-yBa)-xaj)
o=1 p=1 o=1 B=1
n n n n
= 2 T]B.( 2 XBaoyaJ) - 2 Tlﬁ.( 2 yBa.XaJ))
=1 a=1 B=1 a=1
n n
B=1 B:l
n
= > TiB‘(XY—YX)
I3=1
E T «([X,YD
p=1
D[X Y](TJ)
= (X, YI(T, )

B
b]

also

[p(X), p(Y)] = ([X.Y].
Weiter gilt im Fall einer positiven Charakteristik p des Grundkorpers k

p —

= > T. x X X °...*X X, .
_daaB, B BB BB, (BB

a,Bl ..... |3p
n
- 2 D (T °X *...°X X . .
BB = B1 B162 BaBs ™ By By By
n
O
BB = XUABy 7B By BBy By By B
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n
= 3  DyD (TBZ 6263""'XBP_IBP'XI5PJ

= > D (T ....°X X .
| . X [32 [32[33 Bp_lﬁp BP’J

n
= DY (T ....*X X .
2 IB B BV+1 |3V+1 BV+2 |3p— 1 Bp Bp’J

n
= 3 D\)’((DX(Tiﬁ )-x[3

X X, .
B =1 v+1 ﬁp—lﬁp Bp’J

v+1ﬁv+2

a v+1
- 2 Dby (I

)eX
’|3 =1 v+1 [3

*X *X .
B 1By B

v+1Bv+2

Da dies fur alle i und j gilt, folgt
o(XP) = DY = g(X) P.

6. Schritt. Beweis von (iiii).
Die natuirliche Einbettung (affiner algebraischer Varietaten)
2

iGL < k" = gl .Ap A

hat das Differential
2 =
[ _ s _ n
dle.TeGLrl = Der(k[G], ke) — Der(k[Tij, i,j=1,....n], ke) = Te kKW — gln (6)

X p Xl S (X(Tij))

k[Tij li,j =1,...,n]
Weil ke ein k[G]-Modul ist und k[G] ein Quotientenring von k[Tij’ 1,j=1,...,n], ist
dieses Differential ein k-linearer Isomorphismus (nach Bemerkung 4.1.1A(v)). Jeder
Tangentialvektor X € TeGLn wird gerade auf auf die Matrix (X(Tij)) seiner

Koordinaten abgebildet.
Es gilt

die(T (T = (—(T o) =E

uv
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Bevor wir uns dem Beweis der Kommutativitiat der Vierecks in der Mitte zuwenden,
untersuchen wir zunéachst das Differential einer k-linearen Abbildung

f .GL — GL ,x b ax,
a n n
mit der Matrix a € GL . Auf Grund der Abbildungsvorschrift

f (%) = ax = ((ax), ) ( 2

a=1
ist fa ist die regulare Abbildung mit den Koordinatenfunktionen

ia™ oq

* n
(T =T = T, T 7)
o=1

Fur jeden Vektor X € T GL gilt

(di e ( ))((df ) (X)) = (d1 )(XOf ) (Defintion von df )
= ((Xef a)(Tj')) (Definition von die)
= (X(leofa)) (Definition von f:)
= (X( 2 ‘o Oq (nach (7))
o=1

n
=(3 a. . X(Taj)) (X ist k-linear)

a=1
= a°(X(Tij))
= fa((X(Tij))) (Definition von fa):
= fa(die(X)). (Definition von die)
Da dies fur jedes X gilt, folgt
f ( ) (df ) = f d1

Mit anderen Worten, das Differentlal der linearen Abbildung fa mit der Matrix a
entspricht beim Isomorphismus (6) gerade der Abbildung fa selbst. Nun ist

Ga: G—G,xp axa’1

eine k-lineare Abbildung (bezuiglich x) mit oa(e) =e, d.h. es gilt
di o(do ) =0 odi .
e a'e a e

Das Differential der Konjugation mit a ist aber gerade die Abbildung Ad a (vgl.
4.4.1B), d.h. es ist

di c,Ada=0 odi .
e a e
Damit ist die Kommutativitat des Vierecks in der Mitte bewiesen.

Wir haben noch die Kommutativitat der beiden anderen Vierecke zu beweisen, d.h. zu
zeigen, es gilt

dleochocp =id.
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Fur X = (Xij) € glIl gilt

(aGe@NTY) = agD)T)
=Dy (T--))(e)
=( ET X )(e)
a=1
n
= ETioc(e)xocj
o=1
n
= 0. x .
o aj
o=1
=X..
1)
n 9
=( g uv GT IT e)( l_])

Weil dies fur jedes X gilt, folgt

8
(g = 2 T e

Wir wenden die an (vgl. (6)) und erhalten

d

(dle°0tG°CP)(X) = ( E X v aT_|T e (Tij))
u,v=1
= ()
= X.
Da dies fur jedes XEgln gilt, folgt
dleooc GP = id

(also dleooc G e dle = d1e also - weil dle ein Isomorphismus ist -
0 5°P° d1e =1id,
also 0 5°®° dle° OG =g also - weil 0 ein Isomorphismus ist -

Qo dle° o, =id.)

G

7. Schritt. Beweis von (iv).
Die Aussage folgt aus der Kommutativitat des Diagramms von (iii) der Funktorialitat der

Abbildungen a G und die und der Tatsache, daf} die naturliche Einbettung H&G einen

injektiven Homomorphismus TeH S TeG von Lie-Algebren uber k induziert.
QED.
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4.4.11 Aufgaben 73

4.4.11 Aufgabe 1: L(SLn ) 73
Die Lie-Algebra der SLn ist Lie-Teilalgebra slIl der glIl der Matrizen der Spur 0.

Hinweis: Verwenden Sie 4.4.7.
Beweis. Nach Definition ist

SLn = V(det (Tij) - 1) Ck[T] := k[Tij li,j =1,...,n]

also

ISL ) = \/(det(Tij)—l)-k[T].
Am Anfang des Beweises von 2.1.5 Aufgabe 3 wird gezeigt, da3 det(Tij)—l irreduzibel

ist. Deshalb ist
(det(Tij)—l)-k[T]
ein Primideal und es gilt
I(SLn) = (det(Tij)—l)-k[T].

FarD €D GH () L(G) mit G = GLn und H = SLn gilt (nach Definition von D G,H)
D(det(T;)-1) € (det(Ty)-1-KIT],

also
0 = D(det(Tij)- 1)(e)

= D(det(Tij))(e)
= D(det(Tl,...,Tn))(e)
wenn Ti die i-te Spalte der Matrix T = (Ti') bezeichnet. Zusammen mit der Ergdnzung

von 4.4.10 Beispiel 3 (1) folgt
o adet(T)

0 =( 3 %F2DT )e)
u,v=1 uv
0 9det(T)
=(C > *D(T  ))(e)
u,v=1 aTllV uv
n aTV
= (u gzcjet(Tl,..., TV—l’W’ TV_l,...,Tn)- D(Tuv))(e)
n
= ) \?:cllet(el,..., ev-l’eu , ev_l,...,en)- D(Tuv)(e)
n
= u gjuv. D(Tuv)(e)
’n
= u gz?uv. D(Tuv)(e)
n
= 3 DT,

d.h. es gilt
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lél D(Tuu)(e) =0furD e DG,H () L(G).
2
Sei jetzt X € TeH S TeGLn = TeAn = gln. Wir wenden den Lie-Algebra-
Isomorphismus
cp:gln — L(Gln)
von 4.4.10 Beispiel 3 an und erhalten ein Element
o(X) = DX € L(Gln)
Auf Grund des kommutativen Diagramms von 4.4.10 Beispiel 3 (iii) gilt
die(a G(cp(X))) =XE TeH'

2
(mit i:G < A" wie in 4.4.10).Bezeichne j: H & G die natiirliche Einbettung, so ist
das Diagramm von k-linearen Abbildungen

dig
TG & gl
e n
dj, & g ddj),

TeH = TeH
kommutativ (nach Bemerkung 4.1.3(ii)), wobei alle Abbildungen injektiv sind (nach
4.1.9 Aufgabe 4). Weil X im Bild der rechten vertikalen Abbildung liegt, liegt damit
o G(cp(X)) im Bild der linken vertikalen Abbildung. Wir erhalten

aG(qJ(X)) €T H
also
Dy = 9(X) € L(H).

Nach 4.4.7 C gibt es ein DE D () L(G) mit

G.H
DX(fIH) = D(f)lH fur jedes f € k[G].

Es folgt
n
0 = uzl D(Tuu)(e)

n

= 3 DT,y ©
n

= 3 00T,

n
= aG( 3 90T,

wenn o G den Isomorphismus von 4.4.5 (i) bezeichnet. Wir wenden den

Isomorphismus die des kommutativen Diagramms von 4.4.10 (ii) an und erhalten

n
0 =y ((die°aG°<P)(X))(Tuu)
u=1
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Wegen der Kommutativitat dieses Diagramms gilt dieooc GP= id, also
n
0 =3 X(Tuu)
u=1

d.h. die Spur des Tangentialvektors X ist Null. Wir haben gezeigt
TSL Cisl .
e n n

2
(genauer, das Bild des Differentials der naturlichen Einbettung SLHQGLHQAH liegt
in sl ).
n

Bemerkung.
Mit etwas mehr algebraischer Geometrie konnte man jetzt wie folgt argumentieren: Nach

Definition ist SLn eine Hyperflache in der GLn’ hat also eine um 1 kleinere Dimension
als die GLn' Es gilt

dim, T SL =dim SLL =dim GL —1=n2—1=dim sl ,
k e n n n k n

also
T SL =5l .
e n n
Da wir dieses Dimensionsargument nicht zur Verfugung haben, muissen wir die
umgekehrte Inklusion expliziet beweisen.

Sei
Xesl Cgl.
n n
eine Matrix mit der Spur Null. Auf Grund der Isomorphismen
o5 LG) — TeG und dle: TeG — gln
konnen wir X in der Gestalt
X= die(aG(D)) mit D € L(G)

schreiben. Es gilt
D(det (Tij) -1) = D(det (Tij))

= D(det(Tl,...,Tn))
n
= u§1 det(Tl ""’Tu— 1 ’D(Tu)’Tu+1""Tn)'
Dabei bezeichne D(Tu) den Spaltenvektor, den man aus dem Spaltenvektor Tu von T

durch Anwenden von D auf jede Koordinate von Tu erhalt. Es folgt

n
D(det (Tij)—l)(e) :uz det(el,...,eu_l,D(Tu)(e),eu+1,...,en)

28
= yeens€
u+1 n)

M= =

| det(e1 € ,D(Tuu)(e)-eu,e

u

*¥ Indem wir geeignete Vielfache der anderen Spalten von der Spalte D(T )(e) abziehen, erreichen wir,
u

daB alle Koordinaten aufler eventuell der u-ten gleich Null werden.
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29 a
= 3 D(T, )

u=1

n . ., .
= 121 OLG(D)(Tuu) (nach Definition von o G)

L n
=(di) (Y X(T ) (nach Wahl von D)
e 2 uu

= (die)'l(O) (weil die Spur von X gleich O ist).
=0 (mit di_ist (die)'l k-linear).

Es gilt also
De(d—l) =0 fur d :=det (Tij)

Weil D invariant ist, gilt nach Bemerkung 4.4.31 (iv)
Dg = (dLg)e(De) fur beliebige g € G,

alsomit T = (Ti')
Dg(det (T)) = (dLg) oD, (det (1))

=D (Ly(det (T))
=D_(det (1))
= D_(det (g)+det(T))
= det (g)°D (det(T))  (D_ st k-linear)
Weil Dg und De beide k-Derivationen sind, folgt
Dyd-D) = det (9D (d - 1)
= det(g)+0

fur jedes g&G, d.h.
D - 1)(g) =20 fur g € G,
also
D(d-1)=0€ I(H).
Jedes f € I(H) = (d-1)<k[G] hat die Gestalt f = a+(d-1) mit a € k[G]. Deshalb gilt
D)  =D(a«(d-1))
=a*D(d-1) + (d-1)-D(a)
=(d-1)*D(a) (wegen D(d-1) =0)
€ I(H)
fur jedes f € I(H). Wir haben gezeigt
D(I(H)) € I(H),

¥D(T )(e) ist das Produkt der Eintrige auf der Hauptdiagonalen.
uu
¥ Die regulire Funktion det(T) ist konstant gleich 1 in den Punkten von SL2. Also ist

det(gT) = det(g)-det(T)
konstant gleich det(g) in den Punkten von SL2.
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d.h.
D& D yMNLG).

Sei ﬁEL(H) das Bild von D beim Isomorphismus ¢’: D G HﬂL(G) i) L(H) von
4.4.7C. Auf Grund der Kommutativitat des Diagramms von 4.4.7C gilt
(dj )y (D) = ;D)
wenn j: H & G die naturliche Einbettung bezeichnet. Damit gilt nach Wahl von D
X = (di (015 (D) = (i (] ey (D)) = dio) (01 (D))
also
X € d(i°)) (o (L(H)))
= d(i°j)e(TeH) (OLH ist ein Isomorphismus L(H)—)TeH).
Damit liegt X im Bild des Differentials
d(1°J)eI TeH — gln
. . oo b 2 : .
der naturlichen Einbettung icj: H& G — A . Da dies fur jedes X € sln gilt
sl C Im(d(iej),
oder, wenn wir den Tangentialraum TeH mit seinem Bild in gln identifizieren,
sl C T H.
n e
In der oben bewiesenen Inklusion TeH C sln gilt also das Gleichheitszeichen,
QED.
4.4.11 Aufgabe 2: L(Dn),L(Tn),L(Un) 73
Bestimmen Sie die Lie-Algebren der Gruppe Dn’ Tn’ Un von 2.1.5.

Beweis. 1. Schritt. Fur jeden Punkt x € A bilden die Derivationen

9 9 n_
T | s T | ET A" =Der, (k[T ....T ].k )

eine k-Vektorraumbasis des Tangentialraums TXAH. Fur jedes

De TXAH und jedes f k[T ....T ] gilt
D= 3 DTyl |
O = 3 D)7l (D
1=1 1
Sei

*1

X =

X

n

Beide Seiten von (1) sind k-lineare bezuglich f. Es reicht also (1) fur den Spezialfall
n o
f=T]T

i
i
i=1
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mit nicht-negativen ganzen Zahlen a. zu beweisen. Es gilt

Nach der Produktregel gilt dann fur jedes D € TXAn:

n o a.
D(H T, 1) — E X 1, . X, l_l'D(T, l)'X 1+1, ox 1
Zo1 1-1 1
i=1 =1
e LT i+1 n
= lzl( X o 0 Xl_ °Ql.*X, oD(Tl)o Xi+1 o .. oX
a.
n «o aTi 1
= 1 o o 1'1. . i+1 o o D(T
Elxl S T K e T )
n g N o.
=3 D(Ti)-T( [TT.Hl
. .. 1
=1 11=1
Damit gilt (1). Insbesondere bilden die a% IX ein Erzeugendensystem des
i
Tangentialraums. Wir haben noch ihre lineare Unahangigkeit uber k zu beweisen. Seien
Cl""’cn €k
Konstanten mit
Do
> clo aT I =0.

i=1
Wir wenden die linke Seite auf Tj an und erhalten cj = 0. Da dies fur jedes j gilt, ist

damit die lineare Unabhangigkeit der aiTl bewiesen.

2. Schritt. Sei X C A" eine affine Varietit und x € X ein Punkt. Dann ist
T X

der lineare Unterraum von T Al = E k- | der von den Vektoren

1

i
2 ‘" IT; 'x

erzeugt wird mit

2c- fI =0 fur jedes f € I(X)
1

Nach 4.4.7B gilt D(I(X)) = 0 fur jedes D € T X. Weil T X von den 8 I erzeugt
1

wird, hat D die Gestalt

n
D= Eci-

0 .
2 aTi IX mit ci ek,

und fur f € I(X) gilt
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n
of
0=D{) = 2 AT, IX.
1=1 1
Ist umgekehrt
n
D= iglci- aTi IX mit ¢ ek

identisch Null auf I(X), so liegt D nach 4.4.7B in TXX
3. Schritt. ImFallG=D ={(x..)Ix..=0furi # j} besteht T D _aus den
n ijo ij e n
Diagonalmatrizen von gln.

Wegen G = V(Tij li # j) besteht TeG aus allen

n
D= Sl
1,j=1 v
mit D(Tij) =0 furi # j, d.h. mit cij =0 furi # j, d.h. aus den
n
J
D=3l
1=1 1
Wir identifizieren TeGLn mit glrl vermittels des k-linearen Isomorphismus®'
= 3 A
T oL, — el o=l p=E, =G 1)
uv uv
und identifizien auf diese Weise
TD —d
e n n

mit den Diagonal-Matrizen von gln.
4. Schritt. Im Fall G = TIl = {(Xij) I Xij =0 furi>j} besteht TeTn aus den oberen
Dreiecksmatrizen von gln.

Wegen G = V(Tij i # j) besteht TeG aus allen

n
D= el
1,j=1 i\
mit D(Tij) =0 fur 1>}, d.h. mit cij =0 fur1>j, d.h. aus den
d
D=2 ot
I=<i<j=n j
Wir identifizieren T GL_mit gl vermittels des k-lincaren Isomorphismus’*
=~ 9 aTij
TeGLn —el g P =B =Gl
uv uv

und identifizien auf diese Weise

3! Dies ist der Isomorphismus di von 4.4.10 Beispiel 3 (vlg. den sechsten Schritt im Beweis von
e

4.4.10 Beispiel 3).
2 Dies ist der Isomorphismus di von 4.4.10 Beispiel 3 (vlg. den sechsten Schritt im Beweis von
e

4.4.10 Beispiel 3).
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TD —t
e n n
mit den oberen Dreiecksmatrizen von gln.
5. Schritt. ImFallG=U_={(x..) | x..=0 furi>jund x..=0 fur alle i} besteht T U
n ijo ij il e n
aus den nilpotenten oberen Dreiecksmatrizen von gln.

Wegen G = V(Tij,Tii-l i # j) besteht TeG aus allen

n
b= : Efif aT. e
’J_ .]

mit D(Tij) =0 furi>jund D(Tii—l) =0 fur alle 1, d.h. mit cij =0 furi>jund c.= 0
fur alle 1, d.h. aus den

i
D=3 ¢y arle

I=<i<j=n ij

Wir identifizieren TeGLn mit gl vermittels des k-linearen Isomorphismus™
= : I
TeGLn — el 5T Ie =k, =G le)’
uv uv

und identifizien auf diese Weise

TD i) u

e n n

mit den nilpotenten oberen Dreiecksmatrizen von gln.
QED.
4.4.11 Aufgabe 3: SL, — PSL 73

2 2

Sei ¢: SL2 — PSL2

genau dann bijektiv, wenn die Charakteristik p des Grundkorpers ungleich 2 ist.

Beschreiben Sie d$ im Fall p = 1.
Beweis. Wie in 2.1.5 Aufgabe 3 bezeichnen wir mit
A= k[SL2]

B := k[PSLz]
die Koordinatenringe der beiden Gruppen. Wegen
BC A

und SL2 zusammenhangend (2.2.2 Aufgabe 1) sind beide Koordinatenringe

Integritatsbereiche. Fur jeden der in 2.1.5 Aufgabe 3 angegebenen Erzeuger ti von A

der Homomorphismus von 2.1.5 Aufgabe 3. Zeigen Sie, d¢ ist

uber k gilt

£ EB.
Deshalb bilden die Quotientenkorper von A und B eine algebraische Korpererweiterung,
deren Grad eine Potenz von 2 ist

[Q(A) : Q(B)] ist eine Potenz von 2.

1. Schritt. Der Fall p # 2.

¥ Dies ist der Isomorphismus di von 4.4.10 Beispiel 3 (vlg. den sechsten Schritt im Beweis von
e

4.4.10 Beispiel 3).
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Die Korpererweiterung

, _ Q(A)/ Q(B)
ist separabel algebraisch. Nach 4.2.9B gilt

Q =0.
Q(A)/Q(B) . _
Auf Grund der ersten fundamentalen exakten Sequenz 4.2.6 ist der natuirliche Q(A)-
lineare Homomorphismus

Q. . ® A)SQ
o 20wk Cm) Y > o
surjektiv. Nach 4.2.7 ist es sogar ein Isomorphismus. Wir betrachten das folgende
kommutative Diagramm, dessen Zeilen fundamentalen exakte Sequenzen 4.2.6 sind.

0= CoE)®om N — Loux — ¢ 0
o : 1 1
0— QB/k®BA — QA/k _)QA/B —0

Weil A und B Koordinatenringe linearer algebraischer Gruppen sind, sind die
zugehorigen Differentialmoduln (endlich erzeugt und) frei (nach 4.4.2):

Q AJk ist freier A-Modul von Rang dim SL2

Insbesondere induziert die natuirliche Einbettung A & Q(A) eine injektive Abbildung
Q. O AS QB /k®BQ(A)

B/k B
= QB /k®BQ(B)®
=34 Q

Q(B) Q(A)

Bk 2Qm) AW

Mit anderen Worten
o ist injektiv.
Dann ist aber auch
€ injektiv.
Wegen

A= k[tl,tz,t3,t4] = B[tl’t2’t3’t4]

gilt
QA/B = B-tl+ B-t2+ B-t3+ B-t4

(nach Bemerkung 4.2.1(iv)). Weil tiZEB gilt fur jedes i, erhalten wir mitd = dB A

0= d(tiz) = 2-dti
Weil die Charakteristik des Grundkorpers k von 2 verschieden sein soll, ist 2 ein
Einheit in A, und es gilt dti =0 fur jedes 1, also

ap =0
Damit ist aber & auch surjektiv, also ein Isomorphismus. Wir wenden den Funktor
Hom A(?, ke)

auf diesen Isomorphismus an und erhalten einen A-linearen Isomorphismus

Hom , (Q k) = HOITIA(Q

A A e A, ke)

B/k®B

* vgl. 4.2.5 Aufg.3.
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=Homp(Qp - k)
(vgl. Anhang Tensorprodukt, 1.11(v)) und damit einen k-linearen Isomorpphismus
TeSL2 = Derk(A, ke) — De

2. Schritt. Der Fall p = 2.
Nach 4.4.11 Aufgabe 1 gilt

TeSL2 ={X e TeGL2 I X(T1 1)+X(T22) =0}
Weil der Koordinatenring B = k[PSLZ] von den Restklassen der Produkte Tij-Tuv

r (B,k)=T PSL,,D 1 Dl

erzeugt wird und
do: TeSL
die durch die naturliche Einbettung
¢*: k[PSL

— T PSL_,. X » Xl
e B

2 2

=BG A =k[SL2]

5]
induziert ist, gilt

Ker(dp) ={X € TeSL2 I X(Tij-Tuv) =0}
Zeigen wir, der Kern besteht aus allen Diagonalmatrizen (der Spur 0).
Behauptung: Ker(dg) = {X € TeSL2 I X(le) = X(T21) =0 }.

In der Charakteristik 2 enthalt also TeSL einen eindimensionalen Unterraum, der in

2
die Null abgebildet wird. Insbesondere ist dp weder injektiv noch surjektiv.

Beweis von “C".
Sei D € Ker(d¢). Dann gilt

0= D(Tll-le) = 611-D(T12) + D(Tll)-(“)12 =D(T
also D(le) =0.
Weiter gilt
0= D(TZI-T1 l) = 621-D(T11) + D(Tzl)-é‘)11 =D(T
also D(T21) =0.

12"

21

Beweis von “_”.
Sei D aus der Menge = {X € TeSL2 I X(T12) = X(T21) =0}, D sei eine

Diagonalmatix mit der Spur 0. Wir haben zu zeigen,
X(T...T )=0
ij uv

fur beliebige i,j,u,v € {1,2}. Sei
a..:=D(T..).
1) 1)
Dann gilt
X(Tij Tuv) B 6ij vt aij 6UV S
Fall I: (i,j) = (u,v).

Es gilt (1)=0..sa..+a..+d.. =2+ 0..,a..=0
Jjy 1y 1] 1

weil die Charakteristik p = 2 sein soll.
Fall 2. (i,)) # (u,v).

Fall 2.1:1 #jund u # v.

Es gilt (1) = O-auV + aij-O =0.
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Fall22.i=jund u # v.

Es gilt (1) = 1-auV + aij-O =a.= 0 (letzteres wegen u #= v).

Fall 2.3.1 #jundu=v.

Es gilt (1) = O-auV + aij-l = aij =0 (letzteres wegen i #]).
Fall24.1i=jundu=v.

=0 (letzteres wegen DE TeSL

Esgilt (1) = 1-auV + aij’l = auV + aij = a11 + a22 >
Damit ist gezeigt, daB (1) stets O ist, also D im Kern von d¢ liegt.

QED.

4.4.11 Aufgabe 4:L(T) = k®X (T) 73

Sei T ein Torus. Zeigen Sie, es gibt einen Isomorphismus L(T) —s k®,, X (T) (mit
X,(T) wie in 3.2.1).

Vorbemerkung
Wir geben zwei Beschreibungen desselben Isomorphimus an. Die erste ist elementarer,
aber koordinatenintensiver. Die zweite ist theoretischer, benutzt aber das nachfolgende
Lemma 4.4.12. Man konnte im hier vorliegenden Spezialfall ohne dieses Lemma
auskommen, indem man das Differential der Multiplikationsabbildung des Torus
T=D
n

explizit berechnet, was den technischen Aufwand vergrofern wiirde.

1. Beweis.

1. Schritt. Konstruktion einer Abbildung X (T) — T e(T), A X}\.
Die Charaktere von T bilden eine k-Vektorraumbasis der Koordinatenrings,
k[TI= > key,
KEXH(T)

(nach 3.2.3). Fur f = D CX'X setzen wir
XEX*(T)

Xk(f) = > CX°<X LA >
XEX*(T)

(sieche 3.2.11A zur Defintion von der Paarung <, >). Auf diese Weise ist ein k-lineare
Abbildung

Xx: k[G] — k

definiert. Wir haben zu zeigen, dall X, eine Derivation k[G] — ke ist. Fur je zwei

A
Elemente aus dem Koordinatenring von T, sagen wir

f= c eyund g = d ey,
> X und g > e

XEXH(T) XEXH(T)
gilt
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Xg) =X 3 cex)C 3 ¢
X' EX*(T) x"EX*(T)

=X C ,*C ,* lons”’
B 2 G G X )
X' EXH(T)

= > CX,' CX,,' X)\(X x”) (X)\ ist k-linear)
X‘,X”EX*(T)

= D CX,- cx,,- <x'+x”, A>  (Definition von X)\)35
x'x EXH(T)

36

= Socorc o <x,A>+ >oc e, <x’,A>
X X X X
X',X”EX*(T) X',X”EX*(T)

= Te.XMr 3 e X (@

%" EX*(T) K EXH(T)
Weil Charaktere das neutrale Element e von T in die 1 abbilden, konnen wir die
erhaltene Identitat in der Gestalt

X, () = 2©)X, (O +e)X, (@)

schreiben.
2. Schritt. Konstruktion einer k-linearen Abbildung

cp:k®ZX*(T) — Te(T)’ COA b c°X
Es reicht zu zeigen, die Abbildung
Pk X X*(T) — Te(T), (c,\) b cX

A

I3

ist wohldefiniert und bilinear Uiber Z (d.h. biadditiv). Sie ist wohldefiniert, weil Xk

nach dem ersten Schritt im Tangentialraum Te(T) liegt und dieser Tangentialraum ein k-

Vektorraum ist.
Die Abbildung ist trivialerweise additiv bezuglich ihres ersten Arguments c. Sie ist

additiv bezuglich A, weil die Paarung < , A > es ist. Genauer, fur A’, A” € X*(T) und

f= > cX-X € k|T]
XEX*(T)
gilt
X}\."l')\,”(f) = E CX'<X . )\. +)\. >
XEX*(T)

> cX~(<X , N> <, N>)
XEX*(T)

 Die Summe zweier Charaktere in X*(T) ist definiert als das Produkt der zugehorigen Funktionen des
Koordinatenrings.

% Die Paarung < , > ist bilinear uber Z , vgl. 3.2.11A.
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= 3 cX-<X N>+ S cX-< KN>
KEX*(T) XEXH(T)
= X,.(0 + X, (D

also
X)\‘7+7\’” = X)\" + X)\.” .
Damit ist y auch additiv bezuiglich des zweiten Arguments.
3. Schritt. Die Abbildung des zweiten Schritts ist bijektiv.
Es reicht zu zeigen, diese Abbildung uiberfuhrt eine k-Vektorraumbasis von

k® ZX*(T)
in eine k-Vektorraumbasis von
Te(T)'
Wir konnen dabei T durch einen in T isomorphen Torus ersetzen, also annehmen,
T=D
n
Der Tangentialraum des Torus besitzt die Dimensin
dimk Te(T) =dimT (nach 4.4.6)
Weil der Transzendentgrad von
1

- -1
KD ) =K(T, T} oo T ) = K(T T )

uber k gleich n ist, folgt ‘
d1rnk Te(T) =n.
Nach Beispiel 3.2.2 gilt
* — n~;n
k®ZX (Dn) = k®ZZ =k,
also
. ey
d1mk k®ZX (T)=n

die beiden Raume haben also dieselbe Dimension. Es reicht zu zeigen die Abbildung ¢
des zweiten Schritts uberfuhrt eine Basis von k& ZX*(T) in k-linear unabhéngige

Vektoren.

Auf Grund des Isomorphismus (3) von Beispiel 3.2.2 bilden die Kocharaktere der
Gestalt

7\1: GIn — Dn’ ¢ » diag(l,...,c, ...,1),
eine Basis des freien Z-Moduls X*(Dn) (dabei befinde sich der Eintrag c auf der

Hauptdiagonalen in der Position (i,1)). Deshalb bilden die Elemente der Gestalt
1 ®}\i €Ek® ZX*(Dn)

eine k-Vektorraumbasis von k& ZX* (Dn). Das Bild von 1®7»i bei der Abbildung ¢ des

zweiten Schritts ist

cp(1®7\i) = X}\i.

Es reicht zu zeigen, daB die Bilder X, der Basiselemente 1®7\i linear unabhangi uber k

1

A

sind. Seien Cl""’cn € k Elemente mit
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n

3¢ X, =0
=1 1
Wir haben zu zeigen, die ¢ sind gleich 0.

NaCIl DelinitiO]l lSt
qD 1®>\i- I .o = :: I . = <I [ET) )\1->-

Dabei bezeichne Tjj : Dn — k den Charakter, welcher jede Matrix auf deren Eintrag in

der Position (j,j) abbildet. Insbesondere gilt fur jedes ¢ € k*,

<T.,Ah> _ _[efuri=]
c _Tjj()\i)(c) B {1 sonst
also
<T.,A.>=0... (D)
o N1 1)
Damit gilt
n
0 =(Yc. X, XT.)
|
n

Y X, (T.)
iz N

n

2 c < Tjj , 7»1> (nach Definition von Xk.)

=1 1
n

> Ciéij (nach (1))
i=1

=C.

J
Weil dies fur jedes j gilt, sind alle c gleich 0. Die X, sind k-linear unabhéngig und die

A
i
Abbildung des zweiten Schritts ein k-linearer Isomorphismus.

QED.

2. Beweis.
Wir identifizieren den ersten Tensorfaktor k von k& ZX*(T) mit dem Tangentialraum im
neutralen Element der multiplikativen Gruppe Gm (vgl. 4.4.10 Beispiel 2). Es reicht,
einen k-linearen Isomorphismus
Q: TeGm®Z X (T) — TeT'
zu konstruieren. Dazu betrachten wir die Abbildung
TG XX (D) — T.T, (v, 1) b (@ )W), 2)

d.h. wir wenden das Differential d?x.e: TeGm — TeT der reguldaren Abbildung
NG —T
m

in der zweiten Koordinate auf die erste Koordinate an. Die Abbildung ¢ ist additiv
bezuglich des ersten Arguments v. Wir haben zu zeigen, sie ist es auch bezuglich des

zweiten Arguments A. Dazu reicht es zu zeigen,
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A1) = dh_+ b7 furh, A7 € X, (T).

Nun ist die Summe der beiden Kocharaktere A’und A’ gerade definiert als das Produkt

der beiden reguldaren Abbildungen A’, A”: Gm — T,d.h. furcEek* = Gm gilt

(W47 (e) = (N (c), A7(c)) = (ue(N A7))(c),
also

7\‘,+}\‘” - Mo()\‘,’)\”,).

Dabei soll

w TXT — T
die Multiplikation des Torus T bezeichen und

(NN Gm — TXT
die regulare Abbildung, fur welche die Zusammensetzungen mit den beiden
Projektionen p;: TXT — T gleich A’ bzw. A" sind,
pl°(k’,k”) = A" und pZO(X’,X”) =\
Fur die Differntiale in e erhaten wir
(dpl)eOd()\ , A )e =dA . und (dpz)eOd(k s N )e =dA o
d.h.
dA,N) =@V ,dV TG — T TXT T
e e e’ e m e e

3)

ist die k-lineare Abbildung mit den Koodinatenfunktionen d?»’e und dk”e. Zusammen

mit (3) erhalten wir

d(?»’+7\”)e = d“(e . °d((7»’,7\”))e

)
alsofurveT G
e m

A0 =du (A7) (V)
= du (@) (). (@A) ()
= (dk’)e(v) + (d?x”)e(v) (nach 4.4.12)

= ((dN) + (dA7) (V)
Weil dies fur alle v gilt, folgt
d()\.’+7\.”)e = (dk’)e+ (d?x”)e

Damit ist gezeigt, dafl die Abbildung (2) bilinear uiber Z ist, also eine Z-lineare

Abbildung
cp:TeGm®Z X (T) — TeT’ VOM > (dke)(v),

definiert. An der Abbildungsvorschrift lesen wir ab, diese Abbildung ist k-linear: weil

dke eine k-lineare Abbildung ist, gilt
P(CevOMN) = (dke)(cov) = c-(dke)(v) =ce p(cev®N)

fur jedes c € k.

Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, diese Abbildung ist ein k-linearer
Isomorphismus. Dazu reicht es zu zeigen, daB sie eine k-Vektorraumbasis in k-linear

unabhiangige Vektoren uiberfuhrt.
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Wir konnen annehmen, T = Dn' Nach 4.4.10 Beispiel 2 gilt

d
TeGm =ke Te aT IT:e

Bezeichnet
A:G — T=D ,cp diag(l,..l.c,l,..,1)
i m n

wie im ersten Beweis den Kocharakter mit < Tjj , )\i >= 6ij fur alle j (d.h. der Eintrag ¢

befinde sich in der Position (i,i)), so bilden die 7»1 ein Basis des Z-Moduls X (T).

Damit bilden die

d
T qrlp_ @ M ET.G @, X (T)

eine Basis des k-Vektorraums TeGm®Z X,.(T). Wir haben die Bilder dieser Basis-
Elemente zu berechnen. Wir betrachen die Elemente

fe k[Dn]

als Funktionen von nxn-Matrizen. Es gilt
d

@(Te d_TIT:e® }\.)(f(diag(T = ,T )) (d)») (T d_T T=e )( f(dlag(Tll""’Tnn))
d
=(T* 57/ Tee )(7x f(dlag(TH, ST )
= (Te C?_T T )(f(dlag(l L1,T,1,...,1)) (mit T in der Position (i,i))
_ 3t
“oT.. e
il
also
d d
W T = ® M) =T
Die Derivationen I € TeDn denn aus
11
n
2 cloaT I —Omltc ek
folgt
ooy
0 =(3Jec.- | XT..)
oy I e
n OT.
_ J
2T, e
1=1 1
n
= Y c.*d
izl Ly
=c.
J
d.h. Cj =0furj=1,..n
QED.
4.4.11 Aufgabe 5: L(G) = L(GY) 73

Zeigen Sie, es gilt L(G) = L(GO).
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Beweis. Weil GV eine offene Umgebung des neutrelen Elements von G ist, gilt
TG=TG
e e
QED.

4.4.11 Aufgabe 6: Ad x € Aut(L(G)) 73
Zeigen Sie, Ad x (mit XEG)ist ein Automorphismus der Lie-Algebra L(G).

Beweis. Fur jedes g € G bezeichne

Gg: G—Gxp ng'l,

die Konjugation mit g. Weil o 1 invers ist zu Og, d.h.

g

Y =id=0 °c0O 1

g g g g
gilt
d og_l)eo(d Og)e =Id=( o’g)eo(d Og' 1)e’
also (vgl. 4.4.1B)
(Ad g )o(Ad g) = 1d = (Ad g)o(Ad g ).

Wir haben gezeigt, Ad g und Ad g'1 sind zueinander inverse k-lineare Isomorphismen.
Nach 4.4.9 sind alle Differentiale von Homomorphismen linearer algebraischer
Gruppen im neutralen Elemente Homomorphismen von Lie-Algebren. Das gilt
insbesondere fur

Adg=(d Gg)e.
QED.
4.4.11 Aufgabe 7: df(Ad(x)(X)) 73
Sei ¢: G — H eine Homomorphismus von linearen algebraischen Gruppen. Zeigen
Sie, fur x € G und X € L(G) gilt
(d9)((Ad x)(X)) = Ad($(x))(dp(X))
1

Beweis. Wir setzen
o (x)=gxg
g( ) = gxg
fur beliebige x, g € G und auch fur beliebige g,x € H,

Weil ¢ ein Gruppen-Homomorphismus ist, ist das Diagramm

¢

G — H
ogl A Loy
G — H

fur jedes g € G kommutativ: fur x€ G gilt
(0 g D0 = M@ 0(x)+p(e) | = plexg!) = (90) ().

Wir gehen zu den Differentialen im neutralen Element tiber und erhalten die
Kommutativitiat des Diagramms
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do
TG — T H
e e
Ad g| 1A
do
TeG BN TeH
d.h. es gilt die behauptete Identitat.
QED.
4.1.12 Differentailformeln 74
4.1.12A Vereinbarungen und Bezeichnungen 74

Wir geben als nachstes eine Formeln der Differentialrechnung an, die wir im folgendne
verwenden werden. Wie bisher sei

G
eine lineare algebraische Gruppe. Wir bezeichnen mit

wGxG—Gundi:G— G
die Multiplikation von G und den Ubergang zum Inversen Element (wie in 2.1.1) und
identifizieren die Lie-Algebra von GXG mit der direkten Summe L(G)®L(G),
L(GxG) = L(G)®L(G)
(vgl. 4.1.9 Aufgabe 2, zweiter Beweis).

4.4.12B Lemma: die Differentiale von u und i 74
Seien G eine lineare algebraische Gruppe mit der Multiplikationsabbildung

u: GXxG — G, (x,y) & X°y,

und dem Ubergang zum Inversen
1G—G,xp x'l.
Wir identifizieren T e e)(GXG) mit TeG ©) TeG mit Hilfe des Isomorphismus von 4.1.9

Aufgabe 2,
@:T (e’e)(GXG) — TGO®TG, X ((dp)X, (dpy)X).

Dabei sei p;: GxG — G die Projektion auf den i-ten Faktor (fur 1 = 1,2). Es gelten die
folgenden Aussagen.
(1) Das Differential von w in e ist die k-lineare Abbildung
du: TeG @ TeG — TeG’ X, Y) » X+4Y.
(i1) Das Differential von i in e ist die k-lineare Abbildung
di: TeG — TeG’ Xp -X.
Beweis (abweichend vom Original).
Zu (1). Es gilt
meq, =id
furi=1,2, also
dwdqi = id. (1)
Fur X,)Y € TeG folgt

@@ [(XY) = (dwee ) (X.0)+0.Y))
= (dwey™ H(X.0)+ (dwp) (0.Y))
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= (dw)(@ X0+ (dw(e™1(0.Y))
= (dw)(dq, )+ (dw)(dq,(Y)) (nach (iii))
=X+Y (nach (1))
wie behauptet.
Zu (ii). Sei
A: GXG — G, x » (X,y),

die Diagonalabbildung. Dann gilt fur jedes x € G
u((GdxD)(A(x)) = u((dxD))((x,x)))

= u(x, X'l)
1

= XX
= e’
d.h.
ue(idxi)eA =e
ist die konstante Abbildung mit dem einzigen Wert e. Wir gehen zu den Differentialen
im neutralen Element tiber und erhalten

dued(idxi)edA = de = 0.

Fur X € TeG gilt deshalb
0 = (dued(idxi)ed A)(X)
= (dued(idxi))(X,X) (nach 4.1.9, Aufg.2 (iii))
= (duw(X,(di)X) (nach 4.1.9, Aufg.2 (iv))
=X + (di)(X) (nach (1))
also
(d)X =-X,
wie behauptet.
QED.
4.4.13 Lemma: d(x » O(X)x'l) und d(x B axa'lx'l) 74

(1) Seien G eine lineare algebraische Gruppe und
0:G— G, x p» o(x),

eine regulare Abbildung und ¢ die regulare Abbildung

0:G—G, x O(X)'X_l.

Dann gilt
d(l)e = doe - id.
(i) Seien G eine lineare algebraische Gruppe, a € G und  die reguldare Abbildung

P:G— G, x |—>axa'1x_1.
Dann gilt
dlpe =Ada-id.

Beweis. Zu (i). Das folgende Diagramm ist kommutativ.
G ﬁ) GxG X b (XX
¢l loxi 7 7
G &L Gxg 930 4 (oxh
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Dabei bezeichne A: G — GXG die diagonale Einbettung, i: G—G den Ubergang
zum inversen Element und w:G*XG — G die Multiplikation der Gruppe. Mit
§=ue(oxi)eA

gilt aber auch
d¢ = dued(oxi)edA
also mit X € TeG
dop(X) = (dued(oxi))(X,X) (nach 4.1.9 Aufg.2(iii))
= (dw)((do)X, (di)X) (nach 4.1.9 Aufg.2(iv))
= (do)X + (di)X (nach 4.4.12(1))
=(do)X - X (nach 4.4.12(i1))
=(do-id)X
Da dies fur alle X gilt, folgt
do =do - id,

wie behauptet.
Zu (ii). Bezeichne

oa: G—G,xp axa'l.

Dann gilt W(x) = oa(x)-x‘l, also nach (i)
dy_=(do,)_-id.
Nach 4.4.1B ist aber (doa)e = Ad(a), sodal3

dy_ = Ad(@) - id

gilt, wie behauptet.
QED.

4.4.14 Rationale Darstellungen und deren Differentaile74

4.4.14A Definitionen 74

Sei V ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum. Dann bezeichne

gl(V)
die Lie-Algebra der Endomorphismen von V mit der Lie-Klammer

[X, Y] :=XeY - YeX
und im Fall einer positiven Charakteristik p des Grundkorpers k mit der p-Operation
X[P'.= XP = Xo...oX (p-mal).
Eine Darstellgung einer Lie-Algebra A auf V ist ein Lie-Algbra-Homomorphismus
A — gl(V).
Seien G’ und G” zwei lineare algebraische Gruppen und V’ und V” zwei endlich-
dimensionale k-Vektorraume und

¢: G’ — GL(V’)und ¢”: G” — GL(V”)
zwei rationale Darstellungen. Dann heiflen die rationalen Darstellungen
O’DP”: G’XG” — GL(V'AV”), X', X)) b (V, V) b (¢’ X)WV, $”(X")V”)
¢'®, 97 GXG” — GLIV'®, V), (X0) 1 (VOV) b (V@ (V)
von G’xG” auf V@AV bzw. V’®kV” direkte Summe bzw. Tensorprodukt der

Darstellungen ¢’ und ¢”.
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Bemerkungen
(1) Esgiltgl(V) =gl dim V-
(i)  Sei

¢: G — GL(V),x b ¢(x),
eine rationale Darstellung (2.3.2 Beispiel 3) der linearen algebraischen Gruppe G.
Dann ist das Differential im neutralen Element

d¢: L(G) — L(GL(V)) =" gl(V)
ein Homormorphismus von Lie-Algebren, also eine Darstellgung von L(G) auf V.
(iii) Die direkte Summe und das Tensorprodukt von zwei rationalen Darstellungen ist

tatsachlich eine rationale Darstellung.
Beweis. Zu (i). Mit Hilfe einer Basis des Vektorraums V, sagen wir

vV,,..v €V
1 n
erhalten wir einen k-linearen Isomorphismus
c
n = : 3
k' — V.
P, \& SAEAR
c =1
n

der einen Isomorphismus von k-Algebren

= -1
gl(V) — gl(k") = gl(n. k). f 5 @_ofe,

induziert (welcher gleichzeitig ein Isomorphismus von Lie-Algebren uiber k ist, welcher
im Fall einer positiven Charakteristik p die p-Operationen respektiert). Identifiziert man

die k-linearen Endomorphismen von k™ mit den Matrizen bezuglich der Standard-
Einheitsbasis, so erhdlt man einen weiteren k-linearen Isomorphismus,
2" — gl ,

der ebenfalls ein Isomorphismus von Lie-Algebren tiber k ist, welcher im Fall einer
positiven Charakteristik p die p-Operationen respektiert. Zusammen herhalten wir die
behauptete Isomorphie (mit n = dimk V).

Zu (ii). Nach 4.4.9 ist das Differentialm im neutralen Element
do: TeG — TeGL(V)
des Homomorphismus linearer algebraischer Gruppen

¢: G — GL(V), x b ¢(x),
ein Homomorphismus von (eingeschrankten) Lie-Algebren.

Nach 4.4.10 Beispiel 3 Aussage (i1) besteht ein Isomorphismus
gln — L(GLn), Xb DX' (1)

von (eingeschrankten) Lie-Algebren uiber k. Identifiziert man mit Hilfe des
Isomorphismus

a GLn: L(GLn) — TeGLn

von 4.4.5 (i) die Lie-Algebra mit dem Tangentialraum im neutralen Element, so wird (1)
2

gerade mit dem Differential der naturlichen Einbettung GLn < A" identifiziert (auf

Grund des kommutativen Diagramms von 4.4.10 Beispiel 3 Aussage(iii)).

7 vgl. 4.4.10 Beispiel 3 und 2.1.5 Aufgabe 1.



193

Zu (iii). Seien
¢: G — GL(V’) und ¢”: G” — GL(V”)
rationale Darstellungen, d.h. Gruppen-Homomorphismen mit der Eigenschaft, daf3 bei

einer Identifikation
GL(V’) = GLn’ und GL(V’) = GLn”

mit Hilfe von k-Vektorraumbasen

V’l,..., V’n, von V’ und V”l,..., V”n,, von V”
die Abbildungen die Gestalt
00 @) ¢7100 o 9700
v = ... . . und ¢”(x) =
q),n’l q)’n’n’(x) q)”n”l q)”n”n”(x)

bekommen mit regularen Funktionen q)’ij € k[G’] bzw. q)”ij € k[G”]. Fur die
Bezuglich der k-Vektorraumbasis
V’l,..., V’n, , V”l,..., V”n,, von V@AV”

bekommt dann die direkten Summe von ¢’ und ¢ die Gestalt

¢’x’) 0
"AO”)(x,X7) = ,
@ @YX X") ( . ¢,,(X,,))
d.h. ¢’@¢” ist ein rationale Darstellung von G’xG” auf V’OV™.
Bezuglich der k-Vektorraumbasis
V’i®v”j von V’®kV” i=1,.,n,j=1,.,n")

bekommt das Tensorprodukt ¢’ und ¢ die Gestalt

9 2

n n
@O X)=(F 3 000730,y
O(:lB:l ’ ’ ’ ’ ’

Man beachte, wegen

N
= 3 ¢ )V

(l)’(x’)v’i = ¢’1i(x’)-v’1+...+ q)’n,i(x’)-v’

n’ a
a=1
und
n”
T G RURE RCOR
p=1
gilt
@EOBFENVOY) =@V BN
n’ n”
= 330V BV
a=1p=1
Also ist ¢’ ®¢” eine rationale Darstellung.
QED.
4.4.14B Lemma: @ und ® 75

Seien G’ und G” zwei lineare algebraische Gruppen, V' und V” zwei endlich-
dimensionale k-Vektorraume und

¢: G — GL(V’)und ¢”: G” — GL(V”)
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zwei rationale Darstellungen. Dann gilt
»H  do’De”) =dp’ © do”.
(i) (A @)X, Y)(V',v7) = ((d")X)(V)OV7+ v’ &(dp”)(Y)(V7)
fur X € TeG’, YETeG”, v EV und v’ €V,
Beweis. Zu (i). Nach 4.1.9 Aufgabe 2, Aussage (iv), ist das folgende Diagramm

kommutativ.
Wir betrachten das Diagramm von k-linearen Abbildungen.

s A@XQ7) , ,
T (G*G) ——— T_(GL(V)*GL(V")

0)= =y

d¢’Dd”

TeG’ @ TeG”—> TeGL(V’) @ TeGL(V”)

Dabei sei die untere horizontale Abbildung wir folgt definiert.
d¢’®@de”(X,Y) := (dp’(X), dp”(Y)) fur XET eG’ und YETeG”
g)ie lee}ftikalen Abbildungen seien die Isomorphismen von 4.1.9 Aufgabe 2, Aussage
(X) = ((dp”)X, (dp”)X) fur X € Te(G’XG”)
und
Y(X) = (dp")X, (dp™)X) fur X €T (GL(V’)*xGL(V™)

Dabei soll p’ die Projektion

G’xG” — G’ bzw. GL(G")*xGL(V”")—GL(V’)
auf den ersten Faktor und p” die Projektion

G’xG” — G” bzw. GL(G*)XGL(V”")—GL(V”)
auf den zweiten Faktor bezeichnen. Nach 4.1.9 Aufgabe 2, Aussage (iv), ist dann das

Diagramm kommutativ. Wir verwenden jetzt die vertikalen Isomorphismen, um die
obere Zeile des Diagramm mit der unteren zu identifizieren.

Die Zusammensetzung der obereren horizontalen Abbildung des Diagramms mit dem
Differential
di: TeGL(V’) @ TeGL(V”) — TeGL(V’@V”)
der naturrlichen Einbettung™®
LGL(V')XGL(V”) & GL(V’@V”), (f, g) »— fdg,
ist gerade die Darstellung d¢p’®@d¢”: Te(G’XG”) — TeGL(V’®V”). Weil i das

Produkt links mit einer abgeschlossenen Teilmenge der Gruppe rechts identifiziert, ist
das Differential di ebenfalls injektiv (nach 4.1.9 Aufgabe 4). Man kann also den
Definitionsbereich von di mit dem Bild von di identifizieren.

Die Behauptung ergibt sich also aus der Kommutativitit des Diagrammes.
Zu (i1). Weil d(¢p’®¢”) eine k-lineare Abbildung ist, gilt
d(9’®¢”)(X,Y) = d(¢’®9")((X,0)+(0, Y))

3 Fixiet man k-Vektorraumbasen fir V’ und V”, so kann man diese Abbildung mit der Abbildung
A0
GL xGL — GL ,(A,B) » ( ),
m n m+n 0B

identifizieren.
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= d(¢’®¢")(X,0) + d(¢p’®¢)(0,Y)

Es reicht zu zeigen

d(¢"®@¢7)(X,0)(v*,v7) = ((d")(X) (V) ®V” ey

und
d(¢’®¢”)(0,Y)(V’,v7) = v (o) (Y)(V7).

Aus Symmetriegrinden reicht es eine der beiden Identititen zu beweisen. Wir
beschrankten uns auf den Beweis von (1).

1. Schritt. Seien V ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum und v € V ein Vektor.
Dann ist

ch:GL(V) — V., f {(v),
eine regulare Abbildung affiner Varietiten.” Das Differential dieser
Abbildung im neutralen Element hat dieselbe Abbildungsvorschrift wie P,
selbst,

dcpv:gl(V) — V, i b {(v),
wenn wir den Tangential von GL(V) mit der Lie-Algebra gl(V)
identifizieren

Die Aussage ergibt sich aus 4.1.10 Erganzung (wenn man durch Einfuhren einer Basis

V mit einem k™ und gl(V) mit einem k™ identifiziert).
2. Schritt.
Wir betrachten das kommutative Diagramm

axa &Y GLv eV (e B FROBNE) = (O

(E R :
¢ ¥ eLvy  x b P
mit q’(x’) = (x’, €”) und r’(f) = f{®1. Wir gehen zu den Differentialen im neutralen
Element iiber und erhalten das kommutative Diagramm

d(¢’®¢”)

Te,G’ @Te,,G” 5 TeGL(V’ ®V”)
g dq’ g dr’
d¢’
TG —  TGLV)

Nach 4.1.9 Aufgabe 2, Aussage (ii) gilt
(dg)(X) = (X,0) fur X ET_,G’
also
d(¢’®¢”)(X,0) = (d(¢’®¢™)°dq’)(X)
= (dr’ed¢’)(X).
Wir betrachten jetzt das Bild von d(¢’®¢”)(X,0) € TeGL(V’®V”) beim Differential

der Auswertung an der Stelle vV’ &V’ € V'®V”,

P @y GL(V’'®V”) — V'RV, f » f(V’®V”).

¥ Wir betrachten V als affine Varietit mit der symmetrishen Algebra Sk(V*) als Koordinatenring.
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Nach dem ersten Schritt gilt
(AP, (A" ®97)(X,0)) = (d(@"DP")X.0N(V'OVT)
also
(d(@" D)X 0NV OVT) = (d, o ) (dredg”)(X))
= d(@ s g o D)
= d(@,, g T HANX)
Wir erhalten das Bild von X beim Differential der Abbildung

9 r’ (p 9 L1
G’ L GL(V') s GL(V'eV?) L8V vev”,

X' B 0'(X) p ¢’ B (¢')R1) =(¢’(x)v)®V™.
d.h. der Abbildung

9 q)’ b CPV’ b tV” b 29
G —-GLV)—V —SV®V”’,

X' 0'X) B ¢'X)O) B (O X))V)IOVT,
mit
tV,,(X) =x®Vv”.
Die auf diese Weise definierte Abbildung
tV,,: V — V'®V”
ist k-linear. Wenn wir fur V’ und V’®V” irgendwelche k-Vektorraumbasen wihlen,
sehen wir, daf die Abbildungsvorschrift fur d tV,, dieselbe ist wie die fur tv” (vgl.

4.1.10 Ergénzung).
Wir erhalten

(d(9’ @)XV ®V?) = (dt_,,°dg ,°d§")(X)
= (dt0dq)((d4)(X))
= dtV,,((dq)’)(X)(V’)) (nach dem ersten Schritt)
= (dpHX)(V)®V”.

Damit ist (1) bewiesen.
QED.

4.4.15 Aufgaben: Differentiale 75

4.4.15 Aufgabe 1: rationale Darstellungen 75
Sei ¢: G — GLn eine rationale Darstellung. Wir setzen
¢(x) := (fij(x)) mit fij € k[G].
Dann gilt
do(X) = (Xfij)

fur jedes X € L(G).
Beweis. Wir identifizieren TeGLn mit den nxn-Matrizen gln mit Hilfe des

Isomorphismus

dle: TeGLn — gln , X b (X(Tij))j,jzl,,,,,n ’
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von 4.4.10 Beispiel 2, Aussage (iii), d.h. wir identifizieren d¢ mit der
Zusammensetzung

e dig
TG—TGL —gl .
e e n n
Fur X € TeG gilt dann
(die°d¢e)(X) = (di)e(XOq)*) (nach Definition von dq)e)
_ o . .
= ((Xeo )(Tij))i,j=1,...,n (nach Definition von dle)
— %
_(X(q) (Tl_])))l,_]=1,,n
_ . . «
_(X(Tij q)))i’j=1 o (nach Def?nllthlon von ¢*)
= (X(fij))i,j=l n (nach Definition der fij9
also
(di edp )X) = (X(fij))i,jzl,...,n' (1)
Sei jetzt

di: L(GLn) a—>TeGLn I) gln

GL e
n

die Zusammensetzung des Isomorphismus a von 4.4.5(i) und des Isomorphismus die

von 4.4.10 Beispiel 2, Aussage (iii), d.h. fur D € L(GLn) gelte
(di)(D) = (i )D,) = (D (T;)) = (DT, )(e)) = (D(T; ).
d.h.
(di)(D) = (D(Tij))(e). (2)
Dann ist das Diagramm

dé di
LG — LGL) —gl

= la G = l oL ll
e 1 die
TG — TGL — gl
e e n =" ®n
kommutativ.** Mit Hilfe der vertikalen Isomorphismen konnen wir d¢ mit d(])e und di
mit die identifizieren. Wenn wir au3erdem noch L(GLn) mit Hilfe von di mit gln

identifizieren, werden di und die zu identischen Abbildungen und (1) bekommt die

Gestalt
(dp)(X) = (X(f..)).

ij’1,j=1,...,n"
Dies ist die Behauptung.
QED.

4.4.15 Aufgabe 2: Rechtstranslationen 75
Seien G eine lineare algebraische Gruppe und

V C k[G]

“ Das linke Vierekc ist kommutativ nach Definition von d¢, das rechte ist es nach Definition von di.
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ein endlich-dimensionaler k-linearer Unterraum, der stabil ist bei allen
Linkstranslationen

AMx)(V) C V fur alle x € G.
Sei
¢: G — GL(V)
die durch die Linkstranslationen A(x) definierte rationale Darstellung. Dann gilt
do(X)(f) = Xf (1
fur jedes XEL(G) und jedes f € V, wobei X als Element von
LG CD G

zu betrachten ist. Geben Sie ein dhnliches Ergebnis fur die Rechtstranslationen p(x) an.
Hinweis: nutzen Sie die Tatsache, da3*!

p(x) = ter(x)er”]
gilt mit dem Isomorphismus t: k|G] — k[G], der durch den Ubergang zum Inversen
induziert wird.
Antwort: Ist W C k[G] eine endlich-dimensionaler k-linearer Unterraum, der unter

allen Rechtstranslationen stabil ist, so gilt fur fEW und XEL(G)
dyp(X)(f) = X().

Beweis. 1. Schritt. Es gelten die Aussagen bezuglich der Linkstranslationen.
Mit Ausnahme von (1) ergibt sich dies aus 2.3.6. Zum Beweis von (1) betrachten wir
die regularen Abbildungen

w: GXG — G, (x,y) b WXx,y) = xey,
G — G, x b i(x) =x71,
4G — GGy b (x.y),

L _j=ue(ixidog : G — G,y b (x3) b Ly) b x7Ley,
X

k
¢:G— GL(V),x » Lx'l
P GL(V) — V, A b A(v), (furveV)

Fur v € V ( C k[G]) gilt

P00 = LX_1(V)

=vel
x-1

= vo pe(ixid)oq
Wir gehen zu den Differentialen im neutralen Element von G tiber und erhalten
dchOdq) = dV°dM°d(iXid)°qu

also fur X € TeG:
(dCPV°d¢)(X) = (dV°dM°d(iXid)°qu)(X)
= (dvedued(ixid)(0,X) (nach 4.1.9 Aufgabe 2(ii))

* Im Original steht p(x) = L°7\.(X_1)°L. Dies ist wohl ein Tippfehler, vgl. 2.3.61.
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= (dvedu((di)0,(d(id)X) (nach 4.1.9 Aufgabe 2(iv))

= (dv)((di)0+(d(id)X) (nach 4.4.1B(i))
= (dv)(0+X) (di ist linear und d(id) = id)
= (dv)(X)

also
(do )((dP)X) = (dv)(X)
Das Differential von dch haben wir im ersten Schritt des Beweises von 4.4.14B(i1)

beschrieben. Auf Grund dieser Beschreibung erhalten wir

(dP)X))(v) = (dv)(X) ()
Auf der linken Seite steht der Wert an der Stelle v eines Elements aud dem Bild von

d¢: TeG — TeGL(V) = Derk(k[GL(V),ke)

also ein Element von k.

Wegen v € V C k[G] steht auf der rechten Seite ein Element aus dem Bild des
Differentials der regularen Funktione v: G — k = Al , d.h. ein Element von
T (A
Diesen Tangentialraum haben wir mit k identifiziert mit Hilfe der Abbildung
k — Te(Al), cP c-;—T,
wenn
T: A1—>k
die Koordinatenfunktion des Al bezeichnet, d.h. die identische Abbildung Al—>k,

welche den Koordinatenring k[Al] = k[T] erzeugt (vgl. 4.1.9 Beispiel 1(ii)). Die
Umkehrung dieser Abbildung ist

1 _ 9 _
T(A) —k D=crr c=D(T).

Damit bekommt (2) die Gestalt

((dP)X))(v) = ((dV)X))(T)
= (Xov*)(T) (nach Defintion des Differentials)
= X(v¥(T))
= X(Tev)
= X(v) (T ist die identische Abbildung).
Damit ist (1) bewiesen.
2. Schritt. Die durch die Rechtstranslationen definierte rationale Darstelleung

Y: G — GL(1V)
ist auf LV definiert und fur f € V und X € L(G) gilt
dp(X)(uf) = uX(H)). 3)
Ist W C k[G] eine endlich-dimensionaler p-stabiler Unterraum, so gilt fur
fEW und XEL(G)
dyp(X)(f) = X(®). 4)

Wegen p(x) = L°)\.(X)°L_1 (vgl. 2.3.6]) ist das folgende Diagramm kommutativ.
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Y
G —V> GL(V)
wenn o den Isomorphismus
o: GL(V) — GL(i(V)), A t> toAe L,

bezeichnet und )»V und Py die Einschrankungen der Darstellungen A und p auf V. Mit

¢:= KV ist damit auch y := Py eine rationale Darstellung und es gilt

dy = de

=doedg
Nach Definition hangt o(A) linear von A ab. Deshalb ist die Abbildungsvorschrift fur
do dieselbe (vgl. 4.1.10 Ergianzung)** wie fur o, d.h.
do: T_GL(V) — T_GL(V), A 1 Aoyl

Es folgt
dpX)(f) = (doed)(X))(if)
= (do(d$(X)))(Lh)
= (Led¢(X)er (D)
= (Led$(X))(F)
= (X(D) (nach (1))

Damit ist Formel (3) bewiesen. Wir haben noch zu zeigen, dall auch Formel (4) gilt.

Weil der Ubergang zum inversen Element,

iZG—)G,XI—)X_l,

ein Isomorphismus von algebraischen Varietiten ist, ist der Antipode
1= 1*: k[G] — k[G]
ein Isomorphismus von k-Algebren. Der vorgegebene Raum W hat deshalb die Gestalt
W=V
mit einem k-linearen Unterraum V C k[G] endlicher Dimension, der stabil ist unter
Linkstranslationen. Auf Grund von (3) gilt also
dyp(X)(f) = UX (W)
fur f € W =1V und X € L(G). Es folgt

dyp(X)(f) = uX(@*(1))
= ydi(X)(®))
= - u(X(f)) (nach 4.4.12B(i1))
also
dypX)(F) =-X() (v ist selbstinvers)

2 o 1aBt sich linear fortsetzen zu einer Abbildung affiner Raume. Das Differential in e dieser Abbildung
ist dasselbe wie das von o.
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also fur jedes x € G
@O = XD,

d.h.
dp(X)(1*f) = -X(f)
d.h.
X() = - diedy(f)
= dy(f) (nach 4.4.12B(ii)).
QED.
4.4.15 Aufgabe 3: die adjungierte Darstellung 75

Das Differential der adjungierten Darstellung Ad (von 4.4.5) ist gegeben durch
dAd(X)(Y) = [X,Y] fur XY € L(G).
Hinweis. Betrachten Sie zuerst den Fall G = GLn'

Beweis. 1. Schritt. Der Fall G = GLn.

Wir beschreiben zuniachst fur a € G die Zusammensetzung
dig

Ad
¢: G — GL(T G)—>gl e
ar Adae (Ada(T), .

von Ad mit dem Isomorphismus dle von 4.4.10 Belsplel (111) Wobei wir TeG mit Hilfe

der Basis der a%l (i,j = 1,...,n) mit dem k™ identifizieren. Nach Definition ist

1
Ada=do : TG—TG
a e e
das Differential im neutralen Element der Konjugation mit a
Oai G—Gxp axa'1

Das Bild von =—2—1 bei Ada=do _ist gleich

0T ‘e a

uv
(Ad a)( 51 ) =(do ) - (Definition von Ad a)
uv uv
%
= ‘ﬂ?uv Ie<>0a (nach Definition des Differentials)
Wir schreiben
a—(aJ)unda (b )

Wenn die Eintrage von a (und damit von b) Funktlonen eines Arguments u sind, und
a(uo) = ¢ (und damit auch b(uO) =e

gilt fur ein u = u, €Kk, so erhalten wir wegen

0
Id =a<b
auf Grund der Produktregel
d da db
0= —(( a)-b+a(—b))| =1 -— | (1)
du Uy du Uy du Uy du U

Es folgt mit den invarianten Vektorfeldern Duv im Beweis von 4.4.10 Beispiel 3

erhalten wir
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(A GT—1)(T,) = (GF— I oo)Ty)
uv uv

a %k
=77, ©(T)

uv
d

= aT_ |e (Tl_] Oa)
uv
5 n

=am el 28 T 0p)

uv o B_l

— . a .
- Sl @ op’"pj

o B 1 UV
=a. *b .
i vj
also
a n
((Ad a)( 2 C W IT [ )(T )— > aiu.cuvobvj
u,v=1 u u,v=1

2
also furc = (c..) ek .

((Ad a)( 2 c V- I ) =asc*b
u,v
Fur das leferentlal im neutralen Element erhalten wir
9 n 9 9
(d(Ad)(aa_le)( D Cuv T le)= 7a Ie(a-c-b)
s u,v=1 uv s
0
= —] (a) cee +esce 3 I (b)
s
Wegeb=allst—| (b) = -—| (@, dh.
rs rs
AADG1 )3 O )=l @rc-coml (@)
da e ECuVaT e’ o0a eac—c oa ea
s u,v=1 uv rs s

=E e«c-c°E
s s

2
alsomitd = (d..) ek :

(d(Ad)( 2 d ‘a 1) gcvo d |)_2 d +(E c-cE )

r,s=1 rs UV T, s=1 "
= d-c -ced
=[d, c]
Wir identifizieren TeGLn unter Verwendung der Basis der % Ie mit gln und erhalten
rs

(d(Ad)(d))(c) = [d.c]
wie behauptet.
2. Schritt. Der allgemeine Fall.
Wir konnen annehmen, daf} G eine abgeschlossene Untergruppe von GLn ist (nach

2.3.7). Sei
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tGS GLn
die naturliche Einbettumg. Diese induziert eine natuirliche Einbettung der
Tangentialriume im neutralen Element,
di: TGS TGL .
e e e n
Sei
H:={x€E GL(TeGLn) I x(TeG) C TeG }

die Menge der k-linearen Automorphismen des Tangentialraums TeGLn’ welche den

Unterraum TeG in sich abbilden. Weil H aus Automorphismen besteht gilt fur x € H
sogar X(TeG) = TeG (denn X(TeG) und TeG haben dieselbe endliche k-Vektorraum-

Dimension), d.h.
H:={&x€& GL(TeGLn) I X(TeG) = TeG }

Auf Grund dieser Beschreibung von H liegt der identische Automorphismus in H, das
Inverse jeden Elements von H in H und die Zusammensetzung zweier Elemente von H
in H, d.h. H ist eine Untergruppe der Automorphismengruppe von TeGLn' Zeigen

wir, es gilt sogar,

H ist abgeschlossene Untergruppe von GL(TeGLn)' (2)

Zum Beweis wihlen wir eine Basis des Tangentialraums von G, sagen wir
Vl,...., Vd2 € TeG’
und ergianzen diese zu einer Basis des Tangentialraums von GLn’ sagen wir
Vl,...., de, Vd2+1, e Vn2 = TeGLn'
Wir verwenden diese Basis um GL(TeGLn) mit GL n ZU identifizieren. Dann besteht
n
H aus den Matrizen A € GL , deren Produkte A-ei mit den ersten d2 Standard-
n

Einheitsvektoren Linearkomibinationen der ersten d2 Standard-Einheitsvektoren sind,
d.h.

Ace.
i

istfuri=1, ..., d2 eine Spalte, deren von Null veschiedene Eintrage in den ersten d2
Zeilen liegen. Also besteht H aus den Matrizen der Gestalt

BC
A=<OD)EGLn2

mit einer d2X dz—MatriX B, einer d2X(n2— d2)—Matrix C und einer (n2— d2)X(n2— d2)—
Matrix D. Umgekehrt liegen alle Matrizen dieser Gestalt in H,

H={A= (@) EGLT GL ) la; =0 furalle (ij) mit i> d% und j = d%}.
Insbesondere ist H abgeschlossen in GL(TeGLn)’ d.h. es gilt (2).

Nach Definition von H gibt es eine wohldefinierte Abbildung

p:H— GL(TeG), X B XlTeG'

Bezuglich der gerade eingefuhrten Koordintan hat p die Gestalt
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BC
(0 D) B,
d.h.

p ist ein Homomorphismus von linearen algebraische Gruppen.

Betrachten wir die adjungierte Darstellung von GLn’
Ad:GL — GL(T GL ),a (do) .
n e n a’e

Dabei bezeichne o, wie bisher den inneren Automorphismus

oc:GL —GL ,xp o (x):axa'l.
a n n a
Fur
aeG
ist die Einschrankung von o, auf G gerade der innere Automorphismus von von G,

welcher durch a definiert wird, d.h. es besteht ein kommutatives Diagramm
Oa
GL — GL
n n

ig ig
G
o

G 4% G
Dabei ist
1

=0l :G—G,x P axa -,
aG

der innere Automorphismus von G zum Element a € G. Wir gehen zu den

Differentialen im neutralen Element tiber und erhalten das kommuttive Diagramm von k-
linearen Abbildungen

G
Ca

Ad a
TGL ——s TGL
e n e n

dig dig
AdG(a)
G ———
Dabei sei die vertikale Abbildung di:TG & TeGLn das Differential der naturlichen
Einbettung i:GL>GLn (welches injektiv ist nach 4.1.9 Aufgabe 4), und

AdG: GC— GL(TeG)

sei die adjungierte Darstellung der Gruppe G. Die Kommutativitit des Diagramms
bedeutet, da3 das Bild von G bei der adjungierten Darstellung

Ad: GLn — GL(TeGLn)
der Gruppe GLn in der Untergruppe H liegt,

Ad(G) C H

und das Bild von Ad a fir a € G beim Homomorphismus p gleich Ad ., a ist,

G
Ad (@) = p(Ad &) = (p°Ad)(a) fur jedes a € G.

Wir erhalten ein kommutatives Diagramm
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Ad
GL — GL(T GL )
n e n
i
ig H
Adl, e
Adg
G —— GL(TeG)
von Homomorphismen linearer alebraischer Gruppen. Dabei sei
jJHS GL(TeGLn)
die naturliche Einbettung. Wir gehen zu den Differentialen im neutralen Element iber
und erhalten ein kommutatives Diagramm von Lie-Algebra-Homomorphismen

d(Ad)
TGL — T GL(T GL)
(& n € € n
dj &
dig TeH
e dp
d(Adg)

TG —= TGLTG)
(] c c
mit
§:=d(Ady), = d(A)ITeG

Wir verwenden jetzt die oben eingefuhrte Basis
Vo V., V ,...VvavonT GL ,
177 742 4241 n2 e’ n

deren d2 erste Vektoren eine Basis
V. ,...,VAvonT G
1 d2 e

bilden um die Elemente dieser Raume mit Spaltenvektoren und die linearen Abbildungen
zwischen diesen Raumen mit Matrizen zu identifizieren.

Mit Hilfe des k-linearen komplementaren Unterraums
Li=kev 5 +..+kwv,
d<+1 n
erhalten wir eine Zerlegung in eine direkte Summe
TGL =TG®L,
e n e
fur welche die Abbildung di die Gestalt
X
di: T.G & T GL ,X|->( )
e e n 0

) ) ) ) B )
Wie bereits erwahnt, werden die Elemente von TeH zu Matrizen der Gestalt ( und die

0 D)
Abbildung p bekommt die Abbildungsvorschrift

B
p:H — GL(T G, ( ¢

0D

Das Differential von p im neutralen Element ist durch dieselbe Abbildungsvorschrift
gegeben,

)|->B.
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BC

dp: T H— T_GL(T G), ( 0D

) > B
(vgl. 4.1.10).
Seien X, Y € TeG. Das Element (d(Ad)di)(X) = (dj)(E(X)) konnen wir dann als

Matrix der angegebenen Gestalt schreiben,

@A = (0 )

d.h. wir erhalten
(dped(Ad)edi)(X) =B
und

(@adeaeN@ =(o 5 ) o)

_(BY
*( )
= (di)(B+Y)
= (di)((dped(Ad)°di)(X)(Y))
= (d)((dpE)X)(Y))
= (dD((d(Ad HX)(Y)),
also
(d((d(AdHEX)(Y)) = (d(Ad)dD)X)((dD)(Y))

= d(Ad)((d)X)((dDY) ‘
= [(d)X, (d1)Y] (nach dem ersten Schritt)
= (d)([X,Y)]) (di ist Lie-Algebra-Homomorphismus)

Weil di injektiv ist, folgt
(d(Ad HX)(Y) = [X,Y]

fur beliebige X, Y € TeG’ wie behauptet.
QED.

4.4.15 Aufgabe 4: Auflosbarkeit 75

(i) Die Lie-Algebra der Kommutatorgruppe (G, G) (vgl. 2.2.8) ist eine Teilalgebra
von L(G), welche alle Elemente der Gestalt
(Ad(x) - id)X und [X,Y]

mit x € G, X,Y € L(G) enthilt.
(i) Ist G kommutativ (bzw. auflosbar), so gilt dasselbe fur L(G).
Hinweise.
Der Begriff der auflosbaren Gruppe ist definiert in 2.4.13A, der der auflosbaren Lie-
Algebra in 4.4.3] und der der kommutativen Lie-Algebra in 4.4.3A.
Beweis. Zu (i). Wir betrachten die regulare Abbildung

(l)a: G—G,x |->axa'1 1

X,

mit a € G. Diese Abbildung faktorisiert sich tiber die Kommutatorgruppe (G,G),

¢ ¢
AR

(G.G)
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Wir gehen zu den Differentialen im neutralen Element tiber und erhalten das
kommutative Diagramm von k-linearen Abbildungen.

do,
TG — T G
e e
o\ 7
Te(G,G)
Es gilt also
Im(dq)a) - Te(G, QG),
d.h.

(dq)a)(X) € Te(G’ G) fur jedes X € TeG'
Nach 4.4.13 (ii) gilt dq)a = Ad a - id. Damit ist der ersten Teil der Behauptung bewiesen:
(Ada-id)X) € Te(G’ G) fur jedes X € TeG und jedes a € G.

Zum Beweis des zweiten Teils betrachten wir die adjungierte Darstellung

Ad: G — GL(TeG),
die konstante Abbildung

id:Ad: G — GL(TeG), X b id,

welche jedes Element von G auf den identischen Automorphismus abbildet, und die
Auswertung in einem vorgegebenen Element X € TeG’

Py GL(TeG) — TeG’ A B AX).
Wir setzen diese Abbildung auf die folgende Weise zusammen zur reguldren Abbildung

Ad-id 15
PY:G—— GL(TeG) — TeG

Auf Grund des bereits bewiesenen Teils der Behauptung gilt fur jedes X € TeG

(Ad-i1d)X = d(])a(X) & Te(G’ G), d.h. die Abbildung 1 faktorisiert sich uber den
Tangentialraum Te(G’ G),

Gi) TeG
v\ Ji

Te(G,G)

Wir gehen zu den Differentialen im neutralen Element tiber und erhalten das
kommutative Diagramm k-linearer Abbildungen

dy
TG — TG
c c
W\ g

Te(G,G)
wobei wir hier die Tangentialraume der Vektorraum Te(G,G) und TeG mit den Vektor-

raumen selbst identifiziert haben. Man beachte, das Differential di der natiirlichen Ein-
bettung wird dabei mit der naturlichen Einbettung identifiziert (vgl. 4.1.10). Es folgt
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Im(d) C T (G.G),
d.h.
(dy)(Y) € Te(G,G) fur jedes Y € TeG'
Weiter gilt
dy = d(chO(Ad—id)) (nach Definition von 1)

= dchOd(Ad—id)

= dchO(d(Ad)—d(id))

=" dchOd(Ad)

= chOd(Ad) (ch ist linear, vgl. 4.1.10)
also

dP(Y) = (@yed(Ad)(Y)

=y (A(AD)(Y))

= d(AD(Y)(X)
=[Y, X] (nach 4.4.15 Aufgabe 3)
Es gilt also
Y, X] & Te(G,G) fur beliebige X, Y € TeG'

Zu (ii). Der Fall G kommutativ.
Es gilt (G, G) = {e}, also Te(G’ G) = {0}. Nach Aussage (i) gilt

[X,Y] € Te(G’ G) = {0} fur beliebige X, Y € TeG’
also

[X,Y] =0.
Mit anderen Worten, die Lie-Algebra TeG ist kommutativ.

Der Fall G auflosbar.
Nach Voraussetzung gibt es eine natiirliche Zahl n mit
G = {e)
(vgl. Bemerkung 2.4.13A(iv)). Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach n.
Induktionsanfang: n = 1.

Es gilt {e} = G = (G,G),
also ist G kommutativ. Wie gerade bewiesen ist dann

[X, Y] =0 fur beliebige X,Y € TeG’
d.h.
0=[T G, T G]=DI T G.
e e e
Damit ist die Lie-Algebra TeG auflosbar.

Induktionsschritt: n > 1.
Sei

H:=cD =G, q).
Auf Grund von Aussage (i) gilt

DITH=TG TG CTH=DTH
e e e e e
Auf Grund der Defintion der D' folgt induktiv

# id ist hier die konstante Abbildung mit dem einzigen Wert id.
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pitly G C DiT H (1)
(] (]

Auf Grund der Definiton von H und der Definition der iterierten Kommutatoren von
Gruppen in 2.3.13A gilt fur jede naturliche Zahl

g = G(i"'l)’

also insbesondere
H(n-l) — G(n) = {e}

Nach Induktionsvoraussetzung ist TeH auflosbar, d.h. es gibt eine naturliche Zahl m
mit

@mTeH =0.
Zusammen mit (1) folgt

@m”TeG C D™ H=0.

Also ist auch TeG auflosbar.
QED.

4.4.15 Aufgabe 5: dufere Potenzen 75
Seien G eine lineare algebraische Gruppe uiber k, V ein endlich-dimensionaler k-

Vektorraum und ¢: G — GL(V) eine rationale Darstellung. Definieren Sie die
Darstellung

Abp:G —5 GLAMY), x 1> (/\hq))(x)(vl/\.../\vh) = 0OV A AV,

von G auf der duBeren Potenz AV Zeigen Sie, /\hq) ist eine rationale Darstellung und
es gilt
h

h _
d(/A ([))(X)(Vl/\.../\vh) = izlv1/\'"/\Vi-1/\(d¢)(X)Vi/\Vi+l/\"'/\vh'

Beweis. 1. Schritt. /\h¢ ist eine rationale Darstellung.
Auf Grund des Anhangs “Tensoralgebra”, 2.3.6 (ii) und (iii) ist

APo:G — GLAMW), x s (ADp)x)

ein Gruppen-Homomorphismus. Wir haben noch zu zeigen, /\h(b ist eine regulére
Abbildung. Dazu fixierren wir eine Basis des k-Vektorraums V, sagen wir

el,...,em e V.
Nach Anhang “Tensoralgebra”, 2.3.7, bilden die Elemente
eil/\.../\eih mit 1 < i <. <ip=m (D)

eine Basis von APV, Wir haben /\h¢ mit Hilfe der Koordinaten bezuiglich dieser Basen
zu beschreiben. Sei

0,0 by (0
mit ¢;; € K(G]
X (X)

q)ml mm
die Matrix von ¢(x) bezuiglich der Basis der e, d.h.

m
P(x)ee, = jzld)ji(x)'ej-
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Dann gilt nach Definition von /\hq>

/\h(p(x)(ei A ) = 0 A IALA de, )
1 h 1 v h
m m
=( 3 ¢. ; (x)ee. INAC Y 6. ; (x)ee. )A.../A(
j1:1J1 1 jV:lva Jy

m
30 ; (e )
Ih

=1n'h

m m
=Y . 30, . X0, . X)e. Al ANe. .

=1 =l I N | Ih
Falls die j\/ paarweise verschieden sind, bezeichnen wir mit nj i die Permutation der

19
Menge {j,,....J. ymitm. . (j,)<..<m . (Jo)undmito. . deren
1 Iy Jyd 1 1dh h Iy

Vorzeichen. Falls die jv nicht paarweise verschieden sind, setzen wir

o. . =
Iy
Weiter sei Ih die Menge der h-Tupel (j L ,ih) naturlicher Zahlen aus dem Intervall

[1,m] mit j1 <..< jh. Damit erhalten wir

i jl""’j
VAN (i)(x)(ei /\.../\ei ) = D b ih(x)- e. /A\.../\e.
1 h oy U7h '
i €L
mit
6 e = S, o, 0 (Onrd ()
11, ’lh (xl (xh alll o 1h
(ocl,...,(xh)EIh
m (a0 )=
R
jl""’jh b
Wir sehen, die Eintrage ¢ = . ~der Matrix von /\"¢ bezuiglich der Basis (1) sind
1ol

Polynome in den reguldaren Funktionen q)ij € k[G], also ebenfalls regulare Funktionen

von k[G]. Das bedeutet, /\hq) ist eine reguldre Abbildung und damit eine rationale
Darstellung.

2. Schritt. Bestimmung des Differentials von /\hq).
Fur jede k-lineare Abbildung A: V — V betrachten wir das Diagramm von k-linearen
Abbildungen

w
y®h h Ahy

H
A® hl l/\hA
y®h  Zho by

Dabei seien
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v®h h
u)h.V — A"V, V1®...®Vh [ Vl/\.../\Vh

A®h. y®h __y®h V,®.0V, b AV )®...0 A(V,)

ADA: ADy — /\hV, Vl/\"'/\vh [E A(Vl)/\.../\ A(Vh)
die Abbildungen aus dem Anhang “Tensoralgebra” von 2.3.1 (vgl. auch 2.3.4), 2.1.4

(i1) bzw. 2.3.6 (i). An den Abbildungsvorschriften lesen wir ab, das Diagramm ist
kommutativ. Dieses Diagramm bietet uns die Moglichkeit, die rationalen Darstellungen

0@ 6 5 GLv®h
(vgl. 4.4.14) und

Ahy: G — GLAMY)
zu vergleichen.

Fur x € G und ViV gilt nach Definitoin von

(¢®h(x))(vl®...®vh) = (v )®..® ¢(v,)
also
0 OPPRO)V,©..0v) = GV PAAGHY,)
- /\hq)(x)(vl/\.../\vh)
- /\hq>(x)(wh(vl®...®vh)).
Mit Hilfe der Abbildungen
9, GLVEM 5 VEI £ s f(w),

furve V®h und
b GLAMW) — APV, £ 5 f(w),

fir w € ANV konnen wir diese Identitit wie folgt ausdrucken.
o oh®h _ N
W, °Py O =y AN7).

Wir gehen zu den Differentialen im neutralen Element tiber und erhalten

o o ®h = o h
dooh dcpV d(o=") = dwmh(v) d(/\"9),

also

d(ohOdchOd(q)@h)(X) =dy od(ADp)(X) fiir jedes X € TG.

h(V)

Weil die Abbildungen Py lpw und w, linear sind, stimmen sie mit ihren Differentialen

h
uiberein (vgl. 4.1.10), d.h. wir konnen schreiben

o, ( de®MHX)(v) ) = (d(/\hcl))(X))(mh(v)) fiir XE T G und v € v®h

Speziell fur v = Vi ®...®Vh erhalten wir

(d(/\hq))(X))(V1®...®Vh) = o, ( (d(q)@h)(X)(Vl@...@vh) )
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h
= wh(iglv 1 ®...®Vi_ 1 ® d¢(X)(Vi)®Vi+1 ..®Vh) (nach 4.4.14B(i1))
h . ., .
= Elvl/\m/\vi‘ 1/\ d(])(X)(Vi)/\Vi+ 1 ../\Vh (nach Definition von ooh)
Damit gilt auch die Aussage zum Differential von /\hq).
QED.
4.4.15 Aufgabe 6: Ein Stabilisator 75

Seien s € Mn und G :={g €& GLrl I gs(tg) = s}. Zeigen Sie, G ist eine abgeschlossene
Untergruppe von GLn' Die Lie-Algebra L(G) ist enthalten in

(X Egl IXs+ s(X)=01.

Beweis. 1. Schritt. G ist eine abgeschlossene Untergruppe von GLn'

Seis = (Si') mit sij € k. Dann kann man die Definition von G in der folgenden Gestalt

aufschreiben.
n
G={x= (Xij) e GLn ) Xiocsaﬁxjﬁ = sij fur i,j=1,...,n}.
a,p=1

Damit ist G durch polynomiale Gleichungen definiert, also abgeschlossen in GLn'

2. Schritt. L(G) C {X Egl_1Xs + s(tX)=0 1.

Die Funktion
n
> XiOLSOLBXjB - Sij: GLn —s k,
a,p=1
ist identisch Null auf G. Also ist das Differential dieser Funktion auf TeG gleich Null*,

n n n

0 =d( Y XiasaBXjB_Sij)= > dXiaSaBBjB + > BiaSaBdeB
a, =1 OL,B:l a,B=1
n n
=2 o aj 2 S1[3 dX_][S
a=1 p=1
a J
Wir setzen den Vektor X = ¥ ¢ +=——I| ein. Wegen
uv X e
u,v=1 uv
d d *
el Tax ™
uv uv

==L (x,(T)
=X e
uv

d
o)
uv

* Es faktorisiert sich iber den Tangentialraum des einpunktigen Raums.
* Wir identifizieren den Vektor von T k mit seiner einzigen Koordinate.
e
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d
=X le(Xij)
uv
=9d. 0.
iu jv
also
2 9
dXij(X) = 3 oy’ dxij( = le)
u,v=1 uv
n
= Y c__*0. *0.
wvel uv iu jv
=cC..
Y
erhalten wir
n n
0 = > dXiOL(X).SOLj + > SiB.deB (X)
a=1 =1
n n
= > cia.socj + ) SiB.CjB'
a=1 =1
Es gilt also
0 = Xos + 521X
fur jeden Vektor X € TeG’ wie behauptet.
QED.
4.4.16 Der Frobenius-Morphismus 75
4.4.16A Bemerkung 75

Als Anwendung der Ergebnisse dieses Kapitels werden wir einen grundlegenden Satz
zu den algebraischen Gruppen uiber endlichen Korpern beweisen.

4.4.16B Definition und Eigenschaften 75

Sei
F=F

ein endlicher Korper mit q Elementen und der algebraischen AbschlieSung
k:=F.

Bemerkungen

(i) Esgilt

F={a€kla9=a}.
(i) Ist X eine affine F-Varietit, so ist
Xk
Op:FIX] — FIX]. f 15 19,
ein F-Algebra-Homomorphismus, definiert also einen F-Morphismus

o= OXZ X — X,
welcher Frobenius-Morphismus von X heif3t.
(iii) Der Frobenius-Morphismus ist ein funktorieller Morphismus, d.h. fur jede

regulare Uiber F definierte Abbildung

¢ X—Y
ist das Diagramm von regulédren uiber F definierten Abbildungen




(iv)

v)

(vi)

(vii)
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X =
le lOY
x 2y

kommutativ.
Ist X eine abgeschlossene F-Teilvarietat des A™ und
wﬂﬂWJQEX(gA%
ein Punkt, so gilt
— 4 q
o(x) = (Xl,...,Xn).
Fur jeden Punkt x € X ist das Differential des Frobenius-Morphismus im Punkt x

identisch Null,
(dGX)(V) =0

fur beliebige x € X und beliebige VETXX.
Die Menge der Fixpunkte

X% = {xEX|o(x)=x }
ist endlich.
Ahnliche Aussagen gelten fur beliebige F-Varietaten. Der Frobenius-Morphismus
einer nicht-notwendig affinen F-Gruppe G ist ein Endomorphismus von
algebraischen Gruppen:
(a) Fur jede F-Varietat X gilt es genau einen Morphismus

O:OX:X—>X,

der auf jeder affinen F-offenen Teilmenge U C X mit dem Frobenius-

Morphismus von U ubereinstimmt (also ein F-Morphismus ist).
(b) Bemerkung (iii) gilt auch fur nicht-notwendig affine F-Morphismus

¢o: X —Y,
d.h. das Diagramm
x 4 v
oxl loy
x 4oy

ist kommutativ.
(c) Bemerkung (v) gilt auch fur nicht-notwendig affine F-Varietiten X, die

Differentiale des Frobenius-Morphismus 0: X — X sind in allen Punkten
identisch Null,
doX = 0 fur jedes x € X.
(d) Bemerkung (vi) gilt auch fur nicht-notwendig affine F-Varietaten X, die
Menge der Fixpunkte des Frobenius-Morphismus
X% = {xEX | o(x) =x }

ist endlich.
(e)  Fur jede nicht-notwendig affine F-Gruppe G ist der Frobenius-Morpshimus

OG:G—>G

ein uber F definierter Homomorphismus von algebraischen Gruppen,
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Beweis. Zu (i). Weil die multiplikative Gruppe von F die Ordnung g-1 hat, gilt adl =
1 fur jedes a € F-{0}, also

al=a

fur jedes a € F. Die q Elemente von F sind also Nullstellen des Polynoms T9-T. Da

dieses Polynom hochstens q verschiedene Nullstellen besitzt, gibt es auBler den
Elementen von F keine weiteren Nullstellen.

Zu (ii). Die Ordung q des endlichen Korpers ist eine Potenz einer Primzahl p, sagen wir
a=p",
wobei p gerade die Charakteristik von F ist. Insbesondere gilt (f+g)P = fP+gP fur
beliebige f, g € F[X], also auch (f+g)d = f44+¢Y. Damit ist
k

op:FIX] — FIX], f i f9,
ein Homomorphismus von Ringen mit 1. Nach Bemerkung (i) ist (5; linear uiber F, also
ein Homomorphismus von F-Algebren. Wir wenden den Funktor k®F und erhalten
einen k-Algebra-Homomorphismus
k®op: k[G] = k® FIX] — k® FIX] = k[G], f 1> 19,
Dieser ist der Homomorphismus der Koordinatenringe einer regularen Abbildung
oX —X
(vgl. Bemerkung 1.4.7(iii) und (vi)). Wegen o* = k®F0; gilt
o*(FIX]) € FIX],
d.h. o ist ein F-Morphismus (vgl. 1.4.9 (¢)).

Zu (ii1). Es reicht zu zeigen, das Diagramm von F-Algebra-Homomorphismen

¢>l<
k[X] «— Kk[Y]
ES E3
GXT TOY
q)*

k[X] «— Kk[Y]
ist kommutativ. Fur f € k[Y] gilt

% *

q)*(oY(f)) = (I)*(fq) (nach Definiton von OY)
= ¢*(H4 (¢* ist k-Algebra-Homomorphismus)

k *

= OX((I)*(f)) (nach Definiton von OX)
Zu (iv). Wir betrachten die naturliche Einbettung
x,(p)
iXs A p s
x (p)

Nach Bemerkung (iii1) erhalten wir ein kommutatives Diagramm
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i
X — AP
OXl . lOA“
1
X — AP

Wir gehen zu den k-Algebra-Homomorphismen der Koordinatenringe uiber und erhalten

das kommutative Diagramm
i*

k[Xl""’Xn] «— k[Tl""’Tn]

k
O;T . TOAH

1

k[Xl""’Xn] «— k[Tl""’Tn]
Insbesondere gilt fur j = 1,...,n:
%
XjOOX = OX(XJ)

k
= OX(TjOi) (nach Definition von 1)

k
= Ox(iH(T)

%
=i*(o An(Tj)) (Kommutativitat des Diagramms)
%
= i*((Tj)q) (nach Definiton von o An)
=(ﬁqu (i* ist k-Algebra-Homomorphismus)
=(x)4
= (X.
( J)
Die j-te Koordinten-Funktion von OX ist also (xj)q, d.h. es ist
x{(p)
Oy (p) =
X, (p)

wie behauptet.
Zu (v). Fur jede Funktion f € k[X], jeden Punkt x € X und jeden Tangentialvektor

vE TeX = Derk(k[X], kX)
gilt
((do )W) = (veo™)(H)
= v(f%)
= q-fq_1(x)-v(f9

Das letzte Gleichheitszeichen gilt weil k eine positive Charakteristik p besitzt und q eine
Potenz von p ist.

Zu (vi). Wir konnen annehmen, X ist abgeschlossene Teilvarietit des A™. Mit den
Bezeichnungen von Bemerkung (iii) gilt dann
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Py i\ (P
X0 ={|...|lexii|...|=|... |}
P, pg P,
Py
={“.exnf=pfmj=me}
le
=X 1 (nach Bemerkung (i))

Dieser Durchschnitt ist endlich, weil F™ ist.
Zu (vii). Beweis von (a). Es reicht zu zeigen, fur je zwei affine F-offene Teilmengen

U, vCEX

stimmen die Frobenius-Morphismen von U und V auf U (1) V uiberein. Dazu reicht es

zu zeigen, fur jede affine F-offene Teilmenge W des Durchschnitts, stimmen die
Einschrankungen der Frobenius-Morphismen von U und V auf W mit dem Frobenius-
Morphismus von W tiberein. Mit anderen Worten, wir konnen annehmen,

UC VundV=X.

In dieser Situation ist die Aussage aber ein Spezialfall von Bemerkung (iii).
Beweis von (b). Wir haben die Kommutativitat des Diagramms

x %oy

oxl loy
X i) Y
fur beliebige nicht-notwendig affine F-Morphismen ¢ zu beweisen,
q)OOX = 0Y°¢.
Weil die affinen F-offenen Mengen die F-Varietat Y tiberdecken, iberdecken deren
vollstandige Urbilder bei ¢ die F-Varietat X. Es reicht also zu zeigen, das Diagramm

R R

%1l Loy
vy Loy

ist kommutativ fur jede affine F-offene Teilmengen V von Y. Wir konnen also
annehmen,

Y ist affin.
Weil die affinen F-offenen Mengen die F-Varietat X tiberdecken, reicht es zu zeigen

Poxly=oytly

fur jede affine F-offene Teilmenge U von X, d.h. wir konnen annehmen,
X und Y sind affin.

Im affinen Fall gilt die Aussage aber nach Bemerkung (iii).

Beweis von (c). Sei

o X—X
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der Frobenius-Morphismus der nicht-notwendig affinen Varietat X. Sei x € X
vorgegeben und y = o(x). Wir wihlen eine affine offene Umgebung V C Y von y und
eine affine offene Umgebung U C 0'1(V) von x und betrachten das kommutative
Diagramm
o
X — X
Ji 3]
ol
U —U> \%

Dabei sollen i und j die naturlichen Einbettungen sein. Die Einschrankung von O|U ist

nach Definition von o gerade der Frobenius-Morphismus von U. Insbesondere gilt

o(U) C U,
also
o(U) C UMV,
also
o(UNV) C UNV.
Wir konnen also annehmen,
U=V.

Wir gehen zu den Differentialen in x iber und erhalten das kommutative Diagramm von
k-linearen Abbildungen

y
Man beachte, die Differentiale der offenen Einbettungen i und j sind bijektiv (vgl.
4.1.7). Weil U affin ist, ist d(G|U) nach Bemerkung (v) identisch Null. Dann gilt

dasselbe aber auch fur do.

Beweis von (d). Als Varietat ist X insbesondere eine Pravarietat (vgl. 1.6.9), also
quasi-kompakt (vgl. 1.6.1). Damit besitzt X eine Uberdeckung durch endlich viele
affine F-offene Teilmengen, sagen wir

X=U1U...UUr.

Insbesondere gilt

0'|U (5|U
X9=(U,)) 1U...U(Ur) r

Nun ist aber die Einschrankung von o auf Ui nach Definition gerade der Frobenius-

Morphismus von Ui' Nach Bemerkung (vi) ist damit

olrr.
) i

furi = 1,..., r endlich. Dann ist aber auch X© als Vereinigung endlich vieler endlicher
Mengen ebenfalls endlich.
Beweis von (e). Uber F definiert ist
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GZOG

nach (a). Wir haben zu zeigen, es ist ein Gruppen-Homomorphismus, d.h. das
Diagramm

GG - G
GXOl lo
GxG - G

ist kommutativ, wobei u die Gruppen-Multiplikation bezeichne. Seien

u, vE Gund w = uev.

Weil die affinen F-offenen Teilmengen von G die Gruppe G iiberdecken und die F-
offenen Hauptmengen eine Topologie-Basis der F-Topologie von G bilden, konnen wir
affine F-offene Teilmengen U, V und W von G finden mit

wewCG
und

(V) SUxV Culw).
Wir haben die Kommutativitit des Diagramms

ul
vy Y
OyXOy l | l Ow
w
v Y

zu beweisen. Wir konnen zu den induzierten k-Algebra-Homomorphismen der
Koordinatenringe uibergehen und erhalten ein Diagramm

A

KUI® KIV] «—  KIW]

oy®oy | To'w ®
A

kK[UI®, K[V] «— k[W]
mit

k
A = MIUXV'

dessen Kommutativitat zu beweisen ist.
Sei f € k[W]. Dann kann man A(f) in der Gestalt

A(f) =3 fi®gi mit fiEk[U] und giEk[V]
i

schreiben. Weil A ein k-Algebra-Homomorphismus ist und q eine Potenz der
Charakteristik p des Korper k, erhalten wir

Al = (am) =3 (F)®(e), )
also 1

(Ou®oWAM) =3 oy (£)® ay(e)
1
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=3 (fi)q® (gi)q (nach Definiton von 0:} und 0;)
1

= A(f9) (nach (2))

= A(oy (D).

Wir haben gezeigt, das Diagramm (1) ist kommutativ, d.h. o ist ein Uiber F definierter
Homomorphismus von algebraischen Gruppen.

QED.
4.4.17 Satz von Lang 76
4.4.17A Formulierung des Satzes 76
Seien
F=F
der endliche Korper mit q Elementen, k die algebraischen AbschlieBung von F,
k:= F,

und G eine (nicht-notwendig affine) zusammenhangende F-Gruppe.

Dann ist die Abbildung

NG —G Xxp (OX)’X_I,

wobei o den Frobenius-Morphismus von G bezeichne, regular, tiber F definiert und
surjektiv.

4.4.17B Surjektivititskriterium
Seien G eine (nicht-notwendig affine) zusammenhangende Gruppe. Weiter sei
0:G—G
ein Homomorphismus algebraischer Gruppen mit der Eigenschaft, daf} fur jedes bEG
alle Differentiale der Abbildung
fb: G—Gxp o(x)-b°x'1,
bijektiv sind. Dann ist die Abbildung

fe: G— G, x 1 o(x)x 1,
surjektiv.
Beweis. Sei
beG
beliebig vorgegeben und
Xb = fb(G)
die AbschlieBung des Bildes von f, in G. Weil G zusammenhéangend also irreduzibel

b
ist, sind die Mengen
fb(G) und X, irreduzibel

b
(nach 1.2.3). Nach 1.9.5 enthdlt X, eine nicht-leere offene Teilmenge, die ganz im Bild
von f, liegt, sagen wir

b

b

Ub C fb(G) mit Ub nicht-leer und offen in Xb.
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AuBerdem ist die Menge der nicht-singularen Punkte von Xb nicht-leer und offen in Xb

(nach 4.3.3B (i1)). Weil Y irreduzibel ist, hat diese Menge mit Ub einen nicht-leeren

Durchschnitt. Deshalb enthalt fb(G) einen nicht-singuldren Punkt von X, , sagen wir,

b’
E € G, f,_(E) ist nicht-singularer Punkt von X

b
Es gilt
dim Xb =dim T fb ® Xb (denn fb(fg) ist nicht-singularer Punkt von Xb)
=dim TEG (denn (dfb)E ist bijektiv)
=dim G (denn G ist glatt nch 4.3.7(i)).
Wegen Xb C.G und G irreduzibel folgt
Xb =G

(nach 1.8.2). Damit ist die Teilmenge U, von fb(G) offen in G. Wir haben damit fur

b
jedes b € G eine nicht-leere Teilmenge Ub C fb(G) konstruiert, die offen ist in G.

Weil G irreduzibel ist, ist fur jedes b € G der Durchschnitt
Ub M Ue # J

nicht leer. Fur jedes b € G gibt es damit Punkte x € G mit

b’ b
fb(Xb) = fe(ye),
d.h. mit
-1 -1
O(x)bexp, = 0(y)*yy, »
also mit

_1. L] -1.
bEo(x ) e oly )y Xy
-1 -1 -
= 0(x, *y,) (5 ¥,
-1
- fe(xb .yb)

Wir haben gezeigt, jeder Punkt b € G liegt im Bild von fe, d.h. fe ist surjektiv.
QED.

4.4.17C Beweis des Satzes 76

Nach 4.4.17B reicht es zu zeigen, fur jedes b € G sind die Differentiale der Abbildung
1

fb: G— G, x P oX)bex ",

bijektiv.
Sei a €G. Wir betrachten die Abbildung

f’b = beRa_lz G—Gxpxap fb(xa) = cs(xa)-b-(xa)'1
Es gilt
£, = o(x)*0(@)sbea Lex T = 7(x)ex7!
mit

(%) = o(xa)ebea™]
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=R__j(OR_;(x))

=R _°0°R_)(X)

d.h.
T =R °og°R ;.
ab™1 al
Es folgt
(dfb)e = (d‘c)e -id (nach 4.4.13(1))
= (Rab' 1)0 (a)°(d0)a°(dRa_1)e -id
= (Rab'l)eooo(dRa'l)e -id (nach Bem. 4.4.16B(vii)(c))
=-id
Wir haben gezeigt, o
(df b)e ist bijektiv.
Wegen f”, =f oR . (nach Definition) folgt
b b -1

Af) = @) @R )
Weil (df°,) und (dR ) bijektiv sind, ist es auch (df, ) - fur jedes a € G.
b’e a-1e b’a
QED.

4.4.18 Aufgaben 76

4.4.18 Aufgabe 1 76

Seien
F:=F

der endliche Korper mit q Elementen, k die algebraischen AbschlieBung von F,
k:= ﬁ,

und G eine (nicht-notwendig affine) zusammenhdngende F-Gruppe,
0:G— G, x p x4,
der Frobenius-Morphismus von G,
G% = {xEGlo(x)=x}
die Menge der Fixpunkte von o, und
Z(a)={xeGlxa=ax}

der Zentralisator des Punktes a € G°. Zeigen Sie,

(1)  Z(a) ist eine abgeschlossene Untergruppe von G, welche o-stabil ist.
(i) Ist Z(a) zusammenhangend und b € G© konjugiert zu a in G, so ist b sogar

konjugiert zu a in der endlichen Gruppe G©.
(weitere Einzelheiten in diesem Kontext findet man in Borel [2], Teil E).
Beweis. Zu (i). Wir konnen annehmen, G ist eine abgeschlossene Untergruppe der
allgemeinen linearen Gruppe GLn' Die definierende Bedingung

Xa = ax
bedeutet dann, das fur beliebige i und j die Eintrage in der Position (i,j) der beiden
Matrizenprodukte gleich sind, d.h.
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n n
2 Yo' aj =2 Yo" aoj
a=1 a=1
Dies sind polynomiale Gleichungen in den Eintragen von x, d.h. Z(a) ist abgeschlossen
in G.
Wir haben noch zu zeigen, Z(a) ist o-stabil. Fur x € Z(a) gilt
Xa = ax,

also

o(x)*o(a) = o(a)*o(x).
Wegen a € G gilt o(a) = a, also
o(x)ea = a*0(x),

also o(x) € Z(a). Wir haben gezeigt, Z(a) ist o-stabil.
Zu (ii). (vgl. Borel [2], Teil E, §2)
1. Schritt. Sei

M = {xax'1 lx € G}

die Konjugationsklasse von a € GC. Dann gilt

(a) G operiert transitiv auf M durch Konjugation,

GxM—M, (gm) » gom := Gg(m) = g-m-g'l.

(b) oM)C M.
(¢) M°:={mEMIo(m)=m} ist nicht leer.
(d) G° operiert auf MP.
Bemerkung. Die zu beweisende Aussage (ii) bedeutet gerade, daB G© transitiv auf M©

operiert, d.h. die Menge G® \ M der Orbits dieser Operation besteht aus nur einem
Element,

#GO\MO =1.
Zu (a). Firm = xax'l €M gilt

gom = gemeg’!

gl = (gx)ear(gn)l M.

ein zweites Element aus M, sog gilt speziell fur g := x’ex"
gem = (go)eas(en) !
= (x’x'lx)-a-(x’x'lx) (nach Definiton von g)

=ge Xax

Istm’ =x’ax"1 1:

— xegex’" ]
= m”
d.h. G operiert transitiv.
Zu (b). Firm = xax 1 €M gilt
o(m) = o(xax'l) (Definition von a)
= O(x)-o(a)-a(x)'1 (o ist Gruppen-Homomorphismus)
= o(x)-a-o(x)'1 (aE GG)
eEM (nach Definition von M).

Zu (c). Wegen a € M und o(a) = a, gilt a € MO.
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Zu (d). Fur m € M° und g € GO gilt o(m) = m und o(g) = g und

o(gem)= o(geme g'l) (Definition der Operation von G auf M)
= o(g)-o(m)-o(g)'l (o ist Gruppen-Homomorphismus)
= g-m-g'1 (wegen g€G° und meMO)
=gom (Definition der Operation von G auf M).
Damit gilt gom € MO.

2. Schritt. Fur jede Gruppe A und jeden Gruppen-Homomorphismuis 0:A—A sei
H (0, A) = A/~
die Menge der Aquivalenz-Klassen von A beziiglich der Relation
a’~a’ & EsgibteincE Amita” = ca’o(c)'l.

Diese Definition ist korrekt, d.h. ‘~’ ist eine Aquivalenz-Relation.
Sei

£ () = coxeo(c) L.
Dann gilt
a’~a’ & EsgibteincE Amita” = fc(a’).

Die Relation ist reflexiv, wegen fe = id.
Die Relation ist transitiv, wegen
£E00)  =c(cxeo) Do) !
= (C'¢”)xe(0c)oc”) !
(C’C”).X.(O(C’C”))_l
f b ’,(X)’
c’c

d.h.
f ,of 29 :f 9 00
c C

c’c
Die Relation ist anti-symmetrisch, wegen

fof (=f =id,dhf _;=f

c ¢t e ct ¢
Bemerkung. Zwei Elemente a’ aund a” von A sind genau dann 4quivalent, wenn sie im
selben Orbit der Operation

AxXA—A (c,a) b fC(a),

1

liegen.
3. Schritt. Sei A eine o-stabile abgeschlossene Untergruppe von G (wie zum Beispiel A

= Z(a)). Dann induziert der naturliche Homomorphismus p:A —» A/AO eine surjektive
Abbildung

H! (o, A) —» Hl (0, A/AY) (1)
[a] & [p(a)]
Bemerkung 1: H! (o, A/AY) ist wohldefiniert.
Weil o eine regulare Abbildung ist, ist O(AO) zusammenhangend. Weil o ein
Gruppenhomomorphismus ist, gilte € O(AO). Zusammen erhalten wir
oA C AL,
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Insbesondere liegt A% im Kern der Zusammensetzung

(o)
A2 AL A0

Diese Zusammensetzung faktorisiert sich also uiber A/AD Es gibt genau einen Gruppen-
Homomorphismus o A/AO—>A/AO, fur welchen das Diagramm

o
A — A
ip_ $p (2)
AA0 2, A/A0

kommutativ ist. Damit induziert die Operation von o auf der o-stabilen Untergruppe A
eine Operation auf A/A% und
Hl(o, A/AY) = Hl(G, A/AY)
ist wohldefiniert.
Bemerkung 2. Die Abbildung (1) ist wohldefiniert.

Seien a und b dquivalent in A. Dann gibt es ein ¢ € A mit
a=cebeo(c) .
Wir wenden den natuirlichen Homomorphismus
p: A —» A/AD
an und erhalten
p@ = p(e)* p(b)* p(o(e))™.
= p(©)* pb)aip(e)) !,
d.h. p(a) und p(b) sind aquivalent in A/AY. Die Aquivalenzklasse
[p(a)]

von p(a) hangt nur von der Aquivalenzklasse von a ab. Wir haben gezeigt die
Abibldung

Hl(c, A) — Hl (0, A/AY), [a] b [p(2)],

ist korrekt definiert.
Bemerkung 3. Die Abbildung (1) ist surjektiv.

Jedes Element von Hl(o, A/AO) hat die Gestalt
[p(a)] mitaE A.

Dieses Element ist das Bild der Aquivalenzklasse [a] € Hl(O, A) bei der Abbildung (1).
4. Schritt. Die Surjektion des dritten Schritts ist sogar bijektiv,

Hl(o, A) — Hl(o, A/AD).

Wir haben noch zu zeigen, (1) ist injektiv.
Seien a, b € A zwei Elemente, deren Aquivalenzklassen
[al, [b] € Hl(0, A)
dasselbe Bild bei (1) haben. Wir haben zu zeigen,
[a] = [b].

Dabei konnen wir bei Bedarf, das Element b durch ein (in A) dquivalentes Element
ersetzen.

Nach Voraussetzung gibt es ein ¢ € A mit
p@  =p©)+p(b) a(p(c) !
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= p(c)+p(b)e p(o(c))‘1 (weil (2) kommutativ ist)

= plesbeo(e) 1)
Wir konnen b durch das aquivalente Element cebeo(c) -1 ersetzen, also annehmen, es
gilt

p(a) = p(b),
also

abl e Ker(p) = AD 3)
Nach dem Satz 4.4.17 von Lang gibt es ein Elment g € G mit

b =gl )

(also gb = o(g) und o(g) L = b 1]
Weil A nach Voraussetzung o-stabil ist, ist O(AO) eine zusammenhangende
Untergruppe von A (welche das neutrale Element enthilt), also in Al liegt,
o(A%) C AL, (5)
Bemerkung 1: Mit f(x) := x*0(x) -1 gilt f(gAOg'l) C gAOg'l.
Nach Definition von f gilt
fga’s ") C ga% oAl !y
C gAOg 1-0( (gAOg 1) ) (o ist Gruppen-Homomorphismus)
C ea% Lo ge(a0)legh
- gAOg'l-o(g-AO-g'l) (AO ist eine Untergruppe von G)
C A% eo(g)0(A0) o)
C gAY Lghe Al b Io'l (wegen (4) und (5))
C gAVberluplgrl
- gAO-AO- g -1 (A0 ist Normalteiler in A und bEA)
- gAOg'1 (AO ist eine Untergruppe).
Damit ist Bemerkung 1 bewiesen.
Bemerkung 2: Es gilt o(gAOg'l) - gAOg'l.46
1

Fur jedes x € gAOg' gilt nach Bemerkung 1

f(x) € gAVg L,
also
f(x)'1 € gAOg'1
(weil gAOg'1 eine Gruppe ist), also
fx) Tex € gl gAlg !t C galg L,
Nach Definition von f ist aber f(x) = x-o(x)'l, also f(x)*o(x) = x, also

o(x) = fx) Lex € eA0g 1.
Damit ist Bemerkung 2 bewiesen.

Bemerkung 3: Es gilt f(gAOg )= gAO 1

6 Weil der Frobenius-Morphismus F-Gruppen in F-Gruppen abbildet, besteht diese Inklusion fur F-

Gruppen gAOg_1 trivialerweise.
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Nach Bemerkung 2 ist die Einschrankung von o auf gAOg_1 ein Homomorphismus

o' gA0gl _y 0a0y]

linearer algebraischer Gruppen. Nach 4.4.17B reicht es zu zeigen, daf3 fur jedes
b’ E gAOg_l
alle Differentiale der Abbildung

f’b,: gAOg'1 — gAOg'l, X B 0°(X)*b’*x gAOg'l,

bijektiv sind. Zum Beweis betrachten wir das kommutative Diagramm

fis
c 2 G

s 9
1

eA¥g ! 25 gl

dessen vertikale Abbildungen die natuirlichen Einbettungen sind und gehen zu den

Differentialen in den Punkten a’ von gAOg'1 uber. Wir erhalten die kommutativen

Diagramme

-1

(dfyy)y’
TG —S T, .G
a 7 .(@)
b
(df’y>) I
_ ba’ ]
T (@A%H 28 1, | (A%
a fb’(a)

Auf Grund des Beweises 4.4.17C des Satzes von Lang ist die obere horizontale
Abbildung bijektiv.*’” Dann ist aber die unter horizontale Abbildung zumindest injektiv.
Als k-lineare Abbildung zwischen Vektorraumen derselben endlichen Dimension muf}
sie dann aber sogar bijektiv sein. Die Aussage von Bemerkung 3 ist damit eine Folge
von Lemma 4.4.17B.

Bemerkung 4. Es gilt [a] = [b] (d.h. es gilt die Aussage des vierten Schritts).

Nach (3) gilt

I -1

gab 'g EgAOg'l.

Nach Bemerkung 3 gibt es ein ceAY nut

f(geg™!) = gablgl.
Es folgt

gab g™l = (geg Do(geg 1!
= (gcg'l)o((gcg'l)'l) (o ist Gruppen-Homomorphismus)
= (geg Ho(ge g
= (geg Ho@oc Ho(g) !
= geg legbea(e) e blg ! (wegen @)
= gcb-o(c)'l-b'l g'l
also
ab™! = cbeo(c)eb!
also

a= cb-cs(c)'1
Mit andern Worten, a und b sind dquivalent.

4T Wir benutzen hier nicht den Satz von Lang, sondern die Tatsache, dal wir den Satz bewiesen haben
durch den Nachweis, daf3 die Bedingungen von Lemma 4.4.17B erfullt sind.
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5. Schritt. Es gibt eine bijektive Abbildung
GOWMC = H (0, Z(a) (©6)
von der Menge GO\MO der Orbits der im ersten Schritt definierten

Operation von G auf M® mit Werten in der im zweiten Schritt definierten

Menge Hl(o, Z(a)).
(vgl. Borel [2], Teil E, §2, Aussage 2.7 (b))

Konstruktion der Abbildung (6). Nach Wahl von a € G° gilt

ae MO,
Seien

O(m) € GAME
ein vorgegebenes Orbit und m € MC (€ M C G) ein Element dieses Orbits. Weil G

transitiv auf der Konjugationsklasse M von a operiert, gibt es ein g&EG mit
gea=m.
Wir wenden o an und erhalten
o(g)°o(a) = o(m)

und wegen a € M@ auch

o(g)ea = o(m) @)
Es gilt
(glo@)ea =g loom)  (nach (7))
= g'lom (wegen m € M)
= g'logoa (nach Wahl von g)
=a,

29,

also nach Definition der Operation ‘e

(g'lo(g))-a-(g'lo(g))'1 =a
also

¢lo(g) € Z(a.
Fur x € Z(a) bezeichnen wir mit [x] die Aquivalenzklasse von A in H1 (0, Z(a)).
Abbildung (6) sei wie folgt definiert.
GOWMC — Hl(0, Z(a)). Om) 1 [¢1o(g)]. (8)
Die Definition (8) ist korrekt,
d.h. [g‘lo(g)] hangt nich von der spezielle Wahl von m € O(m) und des Element g ab.

Sei n € O(m) ein weiteres Element des G°-Orbits O(m). Dann gibt es ein heGO mit

n = hem = hegea.
Es gilt

(heg) Lo(heg)= g L eh Lea(h)-o(g)
= g'loh'l-h-o(g) (wegen hEGG)

= g'l-O(g)
also

[(heg) Lo(heg)] = [g 1 +a(2)].
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Damit héngt [g'1 +*0(g)] nicht von der speziellen Wahl von m ab. Wir haben noch die

Unabhangigkeit von der speziellen Wahl von g zu Beweisen. Sei jetzt h € G ein
weiteres Element mit
m = hea.
Dann gilt
gea=m = hea,

TP IR

also nach Definition der Operation ‘0’

gag'1 = hah'!
also

h'lga = ah'lg,
also

hleg € z(a).
Zeigen wir, g‘lo(g) und h'lo(h) liegen in derselben Aquivalenzklasse von Z(a). Mit

=l
c:i=h'g

gilt

co(g lo(@)ocy! =hlg glo(g) (ot To(g)!
= h'lo(g)-o(g)'IO(h)
= h o)
also

lglo@) = lom)
Damit ist die Abbildung (8) wohldefiniert.
Die Abbildung (8) ist injektiv.

Seien m, n € Mr zwei Elemente, deren Oribits dasselbe Bild in Hl(o, Z(a)) besitzen

und g, h € G Elemente mit
m = gea bzw. n = hea.
Dann sind g'lo(g) und h'lo(h) aquivalent, d.h. es gibt ein ¢ € Z(a) mit
g'lo(g) =cCe h'lo(h)-o(c)'l.

Dann gilt
a(g)-o(c)ohy ! = gece !,
also
-15 _ -1
o(gecch ) =geceh ™,
d.h.
gece hlego
und

(gece h'l)on = (gece h'1)°h°a (nach Wahl von h)

= gCCOa
=gea (wegen cEZ(a) und der Definiton von “°”)
=m (nach Wahl von g)

Wir haben gezeigt, m und n liegen im selben GP-Orbit, reprasentieren also dasselbe

Element von GAMO.
Die Abbildung (8) ist surjektiv.

Sei b € Z(a) der Reprasentant eines Elements von H1 (0, Z(a)). Wegen der Surjetivitat
der Abbildung f: G — G gibt es ein g € G mit




230

b=1(g) = g°0(g)'1

Wir wenden o auf g‘loa an und erhalten
o(glea)  =o(e) leo(a) (nach Definition von “”)
= G(g)'loa (wegen a € M)
= g'l-boa (nach Wahl von g)
= g'1 °a (wegen be Z(a) und der Defintion von *“°”)
Damit liegt g'loa in M9, reprasentiert also ein Element von GAM. Das Bild dieses

Elements bei der Abbildung (8) wird reprasentiert durch

e lo@) =g-o(e) 1 =b.
Damit ist die Surjektivitit der Abbildung (8) bewiesen.
6. Schritt. Beweis der Behauptung.

Nach (i) ist Z(a) eine o-stabile abgeschlossene Untergruppe von G. Nach dem dritten
Schritt induziert der natiirliche Homomorphismus Z(a) —» Z(a)/Z(a)O eine surjektive
Abbildung

Hl (o, Z(2)) —» HL (0, Z(2) 1 Z(2)?)

die nach dem vierten Schritt sogar bijektiv ist. Durch Zusammensetzen mit der Bijektion
des funften Schritts erhalten wir eine bijektive Abbildung

GAWMC = H(0, Z(a)/z(2)?) ©)
Weil nach Voraussetzung Z(a) zusammenhédngend ist, besteht die Faktorgruppe

Z(a)/Z(a)°
aus nur einem Element. Auf Grund der Definition im im zweiten Schritt besteht dann
auch die Menge

H! (o, Z(a)yz@a)?)

der Aquvlenzklassen von Z(a)/Z(a)0 aus nur einem Element. Auf Grund der Bijektion
(9) ist auch die Menge

GOWM°®

der GO-Orbits von M einelementig, d.h. G© operiert transitiv auf M, wie behauptet.
QED.

4.4.18 Aufgabe 2 76
Seien G eine zusammenhéangende lineare algebraische Gruppe und t: G — G ein

Endomorphismus algebraischer Gruppen, dessen Differential dt: L(G) — L(G)

nilpotent ist. Zeigen Sie, dann ist die Abbildung

f:G —s G, x b t(x)*x" L,
surjektiv.
Beweis. 1. Schritt. dfe ist ein k-linearer Isomorphismus.

Nach 4.4.13 (1) gilt
df =dt -id.
e e
Nach Voraussetzung ist die k-lineare Abbildung
dt : TG—TG
e e e
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nilpotent. Wir konnen eine Basis von TeG so wahlen, daf3 die Matrix von d1:e eine

obere Dreieckmatrix ist (nach 2.4.2A (i) mit S := {d’ce}). Weil d'ce nilpotent ist, sind die
Eintrage dieser Matrix auf der Hauptdiagonalen samtlich gleich 0. Die Matrix von

dfe = dre -id
ist dann eine obere Dreicksmatrix, deren Eintrage auf der Hauptdiagonalen samtlich

gieich -1 sind. Die Determinante diese Matrix ist eine Potenz von -1, also von Null
verschieden. Also ist dfe umkehrbar, d.h. ein k-linearer [Isomorphismus.

2. Schritt. Das Differential von f ist in allen Punkten ein k-linearer [somorphismus.
Sei g € G. Wir haben zu zeigen, das Differential

dfg: TG— Tf(g)G
ist bijektiv. Dazu betrachten wir das folgenden kommutative Diagramm.
¢ G X N w(x)ex L
L L °oR 2 J
g ¢ l (g) g 4 4o
G — G gx b T(gx)(gx) " =T(g (X)X g

Wir gehen zu den Differentialen im neutralen Element tiber und erhalten das
kommutative Diagramm

df,
TG — TG
(&} (&}
(dLg)el df ld(Lr(g)oRg)e
TG -8 T. G
g f(g)

von k-linearen Abbildungen. Nach dem ersten Schritt ist die obere horizontale Abbil-
dung bijektiv. Es reicht also zu zeigen, da} die vertikalen Abbildungen k-lineare
Isomorphismen sind. Das ist aber der Fall, denn

Lg:G—)G,x P gX,
L :G— G, x b 1(2)X,
(2) (2)
und

Rg: G—Gxp xg'l,

sind Isomorphismen von affinen algebraischen Varietiten.

3. Schritt. Fur jedes b € G sind die Differentiale der Abbildung
gb: G—G,xp r(x)-b-x'l,

in allen Punkten bijektiv.
Bezeichne

Ib = obor: G—G

die Zusammensetzung von T mit dem inneren Automorphismus

Gb: GC—G,xp bxb'l.

Dann ist auch T ein Endomorphismus von G. Weil d'ce nilpotent ist, gilt fur jeden von

0 verschiedenen k-linearen Unterraum V C TeG’
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dlmk dre(V) < d1mk V,

also
dimk (d'cb)e(V) = dimk (dob)e(d'ce(V))
= dimk dte(V)

< dimk Vv

Da dies fur jedes V gilt, ist damit auch
(d'cb)e nilpotent fur jedes b € G.

Damit sind die bisher fur T bewiesenen Aussagen auch fur T, richtig. Insbesondere gilt

b
die Aussage des dritten Schritts auch fur die Abbildung
fb: G—Gxp tb(x)°x'1 = bot(x)-b'lox'l,
d.h. das Differential dieser Abbildung ist in allen Punkten bijektiv. Wegen

fp =Ly, 1

und weil Lb ein [somorphismus, sind auch die Differentiale von g 1 in allen Punkten
b

bijektiv, d.h. es gilt die Aussage des dritten Schritts.
4. Schritt. Beweis der Behauptung.
Nach dem Surjektivitatskriterium 4.4.17B ist auf Grund des dritten Schritts die
Abbildung
g, G—Gxp ‘C(X)-X'l,

surjektiv, d.h. es gilt die Behauptung von 4.4.18 Aufgabe 2.
QED.

4.4.19 Die Jordan-Zerlegung in der Lie-Algebra 76

Fur die hier auszufuhrenden Konstruktionen ist es nuitzlich eine alternative
Beschreibung fur die Umkehrung des Isomorphismus

%G L(G) — TeG
zur Verfugung zu haben.
4.4.19A Ergdnzung: Definition der Faltung
Seien G eine lineare algebraische Gruppe, g € G und
fe A =k[G].
Fur jeden Tangentialvektor X € TeG betrachten wir die Funktion

X)) =xX: G — k, g » X(A _1f).
g

Diese Funktion ist regulér, so da3 wir eine Abbildung
*X: k[G] — Kk[G], f » (xX)(f) = (f*X),
mit
(fxX)(x) = X(A -lf) fur jedes x € G.
X

erhalten.
Beweis der Regularitat der Funktion f*X.

* Weil Ob ein Isomoprhismus von algebraischen Varietéten ist, ist das Differential (dob) ein k-linearer
e

Isomorphismus.
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also

also
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GxG — G die Multiplikation von G. Dann gilt u*(f) € K[G]®KK[G], d.h.

wi(f) = 3 £.®g, mit ., g. € K[GI,
1
000 =fg0) =3 f(2)g,00),
g i

v D=3 (e,
g 1

Fur jedes fest gewahlte g € G erhalten wir

((=X)D@ =X () =3 £@X(g),
g 1

d.h. (*X)f ist eine regulare Funktion auf G,

(*X)(f) € K[G].

QED.

4.4.19B Ergdnzung: Eigenschaften der Faltung

Seien

G eine lineare algebraische Gruppe und X € TeG' Dann gelten folgende

Aussagen.

@
(ii)

(iii)
(iv)

v)

*X € L(G) ist linksinvariantes Vektorfeld.
Die Abbildung

TeG — L(G), X » *X, (1)
ist invers zur Abbildung
%G L(G) — TeG’ D b (f » D(f)(e)),
von 4.4.5(1), d.h. es gilt
X =-wl1®Xx),

wenn W die Abbildung von 4.4.4 bezeichnet (vgl. 4.4.5(1v)).
Die Abbildung (1) ist ein Homomorphismus von Lie-Algebren.
Die Lie-Algebra L(G) operiert auf k[G] durch k-lineare Endomorphismen,

L(G) x k[G] — k[G], (D, f) » D(f).

Jeder endlich-dimensionale k-lineare Unterraum V C k[G], welcher stabil ist

unter Rechtstranslationen, ist auch stabil unter den Elementen von L(G),
D(V) C V fur D € L(G).

Insbesondere ist die Operation von L(G) auf k[G] lokal endlich.

Sei V C k[G] ein endlich-dimensionaler Unterraum, welcher stabil ist unter

Rechtstranslationen. Dann gilt fur jedes fE V,
fxX = (dp)(X)(D).

Beweis. Zu (i). Als Funktion von f ist (f+X)(g) fur jedes g&EG die Zusammensetzung
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A1 X
k[G] &5 k[G] — k

aus dem Algebra-Homomorphismus A und der Derivation X, also selbst wieder eine

1
g
Derivation. Genauer gilt fur Funktionen f’, {’€A:=K[G]:
=X  =XA ()
g
=X (P ()
g g
=k (OOXO N+ (EIOXO ()
g g g g
= f'(g) X + (g)f'+X
Mit andern Worten, *X ist eine k-Derivation. Beweisen die Linksinvarianz. Fur x€G
gilt
((*X)°7»X)(f)(g) = (*X)O»X(f))(X)
= X0. 40,

= X(A 1 () (da A eine Linksoperation ist)
g X

= ((*X)f)(x'1 g) (Definition der Faltung)

:(xx((*X)D)(g), (Definiton von )\X)

also

((+X)° )(D) = A (X))
= Oh o (X)),

also
(+X)h =k o(+X)
Zu (ii). Die k-Linearitat folgt unmittelbar aus der Definition. Zeigen wir die Abbildung
n:TeG — L(G), X b *X,

ist invers zur Auswertungsabbildung o .. Berechnen wir zunichst nea .: Fur fEA,

G G

X€ELie(G) und geG gilt
((MeaHXNH() = (xasX)H)(g)  (Definition vonn)

=a G(X)Ox r ) (Definition der Faltung)

g
=X\ [(®)e) (Definition von o )
g—l G
=\ 1(Xf)(e) (Linksinvarianz von X)
o«
= (XD)(g)
Da dies fur alle f und g gilt, folgt ((nea G)(X) = X. Wir haben gezeigt
nea, = Id.

Berechnen wir cn Es gilt
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((agomXN(e) = ag(Xf

= (xX)(D)(e) (Definition von o G)

=X(L 1 f)(e) (Definition der Faltung)

=(L _1(Xf))(e) (Linksinvarianz von X)
g

= Xf(g)

Da dies fur alle g und alle f gilt, folgt (aGon)X = X fur alle X. Die Identitat

X =-wl1®X),
ergibt sich durch Vergleich mit 4.4.5 (iv).
Zu (ii1). Die Aussage ergibt sich aus (i1) und der Definition der Lie-Algebra-Struktur des
Tangentialraums TeG in 4.4.8(1).

Zu (iv). Die Lie-Algebra L(G) operiert auf k[G],
L(G) x k[G] — k[G], (D, f) » D(1),
weil sie aus k-Derivationen besteht, L(G) C Derk(k[G], k[G]). Sei jetzt

V C k[G]
ein endlich-dimensionaler k-linearer Unterraum, welche statib ist unter allen
Linkstranslationen kg, g € G. Nach 4.4.15 Aufgabe 2 besteht fur das Differential der

rationalen Darstellung
de: L(G) — L(GL(V)) = gl(V)
die Identitat
dp,, () = X()
fur XEL(G) und fEVCK[G]. Wegen de(X) € GL(V) erhalten wir

X() = de(X)(f) CVfurfeyv,
also
X(V) V.
Wir haben gezeigt, V ist stabilt unter den Elementen von L(G). Wegen der lokalen

Endlichkeit der Operation durch Rechtstranslationen ist auch die Operation von L(G) auf
k[G] lokal endlich.

Zu (v). Sei V C k[G] ein endlich-dimensionaler k-linearer Unterraum, welcher stabil

ist unter allen Rechtstranslationen. Wir wéhlen eine Basis des k-Vektorraums V, sagen
wir

V= k-f1+...+k-fr.
Dann gilt

p*(V) CKIGI®, V
(vgl. 2.3.6A(ii)) und wir konnen schreiben

r
p*(fi) = 2 mji®fj
J=1

mit eindeutig bestimmten mjiEk[G]' Fur x,y € G gilt
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r
f.(xy) = jglmﬁ(X)@fJ—(Y),
also fur jedes y € G (vgl. Schritt 3 im Beweis von 2.3.6A)

r r
(P = flaly™ 30 =10y = 3 my7 )0 = 3 u(v)£(x)
= =

mit
— -1
Wir erhalten
r
PO = 3 00y
d.h. die Operation von p(y) auf V hat bezuglich der Basis {fi} die Matrix
(uij)‘
Es folgt
r
kx_lfi(y) =1f(xy) = pf,(x) = jgluji(y)-fj(X) mit
also fur jedes x € G
r
(fi*X)(x) = X(}\X_lfi) = j_lX(uji)-fj(x)
also
r
fi*X = jng(uji)-fj.
Die Operation von *X auf V hat bezuglich der Basis {fi} von V die Matrix
(X(w;)

Nach 4.4.15 Aufgabe 1 erhalten wir fur die Matrix Differentials von Py G — GL(V),
X b p(x)lV bezuglich der Basis {fi} dieselbe Matrix,

dp(X) = (X(u,))
Die beiden Abbildungen stimmen also auf V uberein, d.h. es gilt
dp(X)(f) = f+X

fur jedes f € V.
QED.

4.4.19C Die Jordan-Zerlegung in L(GLn)

Seien V ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum und X € gl(V) = TeGL(V). Dann

gelten die folgenden Aussagen.
1) X ist genau dann halbeinfach, wenn *X € Endk(k[GL(V)]) halbeinfach ist.

(i1) X ist genau dann unipotent, wenn *X € Endk(k[GL(V)]) lokal nilpotent ist.
(i)  Seien D € L(GL(V)) C Endk(k[GL(V)]) und
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D= DS + Dn
die Jordan-Zerlegung von D in End.k(k[GL(V)]). Dann gilt
Ds’ DIl € L(GL(V))

und fur D = #X mit X € TeGL(V) ist
D =X undD = %X .
S S S S

Beweis.

1. Schritt. Vergleich der Operationen von gl(V) auf V und gl(V)
Seien V ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum und
X:V—YV
eine k-lineare Abbildung. Wir setzen
E :=gl(V) und E: Homk(E, k).
Dann sind folgende Aussagen aquivalent.

(a) Xist halbeinfach (bzw. nilpotent).
(b) Die k-lineare Abbildung

oX: El— E, X » x°X,

ist halbeinfach (bzw. nilpotent).
(c) Die k-lineare Abbildung

oX: El— E, x b XeXx,
ist halbeinfach (bzw. nilpotent).
(d) Die k-lineare Abbildung
X:E— E. ¢ (x b {(x°X)).

ist halbeinfach (bzw. nilpotent).
(e) Die k-lineare Abbildung

RE—DSECh x b dXox)).
ist halbeinfach (bzw. nilpotent).
(a) = (b) und (a) = (c).
1. Fall. X ist halbeinfach.

Nach Voraussetzung gibt es eine k-Vektorraumbasis von V, welche aus Eigenvektoren
von X besteht, sagen wir
V =kee +...+kee ,X(e.)=c.ee.,c.Ekfuri=1,..n.
1 n 1 111
Die zu den e duale Basis bezeichnen wir mit

Dann bilden die Tensorprodukte
Eij = ei®xj € V®kV =gl(V) (i,j = 1,...,n)
(mit Eij(ej) =e und Eij(ev) =0 fur v # j) eine Basis von gl(V) mit
E..cX)(e.) =E..(c..e.) =c.*E..(e.
( i X J) 1J( i J) i 1J( J)
und
(Eij °X)(ev) = Eij(cv.ev) = cV-Eij(eV) =0= cj-Eij(eV)

fur v # j, also
E.oX=c.E..,
1 ANRY
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d.h. in der Situation von (b) bilden die Eij eine Basis auf Eigenvektoren.
Analog gilt
(XoEij)(ej) = X(ei) =cpe, = ci-Eij(ej)
und
(XoEij)(ev) =X0)=0= ci-Eij(ev)

furv # j, also

XeE..=c.*E..,

ij iij
d.h. auch in der Situation von (c) bilden die Eij eine Basis aus Eigenvektoren.
2. Fall. X ist nilpotent.
Nach Voraussetzung gibt es eine natirliche Zahl r mit X' = 0. Dann ist aber auch
xoX! = Xlox =0

fur jedes x € gl(V), d.h. die auch die auf gl(V) induzierten Abbildungen von (b) und
(c) sind nilpotent.

(b) = (a) und (¢) = (a).
Seien die Abbildungen von (b) bzw. (¢) halbeinfach (bzw. nilpotent). Wir fihren die
gemeinsamen Bezeichnungen

X := oX bzw. X := Xo
XS = °(XS) bzw. XS = (XS)o

X =o(X )bzw. X = (X )e

fur Abbildungen von (b) und (c) ein und betrachten die addive Jordan-Zerlegung von
X, sagen wir
X=X +X ,X halbeinfach, X nilpotent und X oX =X oX .
S n’"s n s n n-s

Auf Grund der bereits bewiesenen Implikationen ist dann
)A(Js halbeinfach und )A(Jn nilpotent.
Direkt an den Abbildungsvorschriften lesen wir ab, wegen X = XS + Xn gilt

X +X
S n

X

und wegen X oX =X oX gilt
s n “n’s

X oX =X oX .
s 'n n°s
Mit anderen Worten,

X=X +X
n
ist die Jordan-Zerlegung von X. Weil X nach Voraussetzung halbeinfach (bzw.
nilpotent) ist, gilt
X =0(bzw. X_=0).
n S
Wir werten diese Abbildung in der Einheitsmatrix e € gl(V) aus und erhalten
Xn =0 (bzw. XS =0),

also
X=X (bzw. X =X ),
S n
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d.h. X ist halbeinfach (bzw. nilpotent).
Wir haben noch die Aquivalenz zu den Aussagen (d) und (e) zu beweisen.

d & @)
Wir fixieren eine Basis des Vektorraums V und schreiben die Koordinatenvektoren der

Elemente von V bezuglich dieser Basis als Zeilen. Ist n := dimk V so konnen wir die

Elemente von V mit den n-reihigen Zeilen-Vektoren mit Koordinaten aus k
identifiezieren,

v =klxn (Zeilenvektoren mit n Koordinaten aus k).

Wir fuhren auf V das Standard-Skalarprodukt ein,

<En>= E-tn (Matrizenprodukt)
fur§ nE V.
Die Elemente von

E= Endk(V) = glIl
konnen wir mit den nxn-Matrizen mit Eintrdgen aus k betrachten. Nach Definition des
Skalarprodukts gilt fur je zwei Zeilen-Vektoren E, | € V und jede Matrix A € E:
<EnA>  =ElmeA)
= Ay
= <X-tA, n>

Wir verwenden den Isomorphismus,
cp:E—>E,x B <X, ?>,

um die Endomorphismen von E mit denen von Ezu vergleichen. Das folgende
Diagramm von k-linearen Abbildungen ist kommutativ.

¢

E > E X > <x, 7>
otx l lg; \ 2
P - xtX [N <x-tX,?> = <X,7X>
E — E

Man beachte, auf Grund der vorgenommenen Identifikationen, fallt die Komposition
von Abbildungen mit dem Matrizen-Produkt zusammen.

Weil @ ein k-linearer Isomorphismus ist, hat jedes Element ¢€E die Gestalt

() =<x,7>
mit einem eindeutig bestimmten x € E. Die rechte vertikale Abbildung hat deshalb die
Abbildungsvorschrift

€N b €(7°X),
fallt also tatsachlich mit der Abbildung X zusammen. Auf Grund des kommutativen

Vierecks und weil @ ein k-linearer Isomorphismus ist, ist die Halbeinfachheit von X
aquivalent zu der von ' (vgl. 2.4.4 (iv)) und auf Grund der bereits bewiesenen
Implikationen zu der von tX.

Nun ist X genau dann halbeinfach (d.h. diagonalisierbar) wenn X es ist. Und X ist

genau dann nilpotent, wenn X es ist.
Wir haben gezeigt, (d) ist 4quivalent zu (a).



240

@& ()
Wir fixieren eine Basis des Vektorraums V und schreiben die Koordinatenvektoren der

Elemente von V bezuglich dieser Basis als Spalten. Ist n := dimk V so konnen wir die

Elemente von V mit den n-reihigen Spalten-Vektoren mit Koordinaten aus k
identifiezieren,

v = k¥l (Spaltenvektoren mit n Koordinaten aus k).

Wir fuhren auf V das Standard-Skalarprodukt ein,

<En>= t‘g-n (Matrizenprodukt)
fur§ nE V.
Die Elemente von

E= Endk(V) = glIl
konnen wir mit den nxn-Matrizen mit Eintrdgen aus k betrachten. Nach Definition des
Skalarprodukts gilt fur je zwei Spalten-Vektoren &, 1 € V und jede Matrix A € E:
<AX,m>  =Y{AX)m
=X tAe
= <X, tA-n >

Wir verwenden den Isomorphismus,
w:E—>E,x B <X, ?>,

um die Endomorphismen von E mit denen von E zu vergleichen. Das folgende
Diagramm von k-linearen Abbildungen ist kommutativ.

¢

E — E X Y <x, 7>
txo l lg% I I
(2 Xex [ <tX°X,?> = <x,X7>
E — E

Man beachte, auf Grund der vorgenommenen Identifikationen, féllt die Komposition
von Abbildungen mit dem Matrizen-Produkt zusammen.

Weil @ ein k-linearer Isomorphismus ist, hat jedes Element ¢EE die Gestalt

€7 =<x,?>
mit einem eindeutig bestimmten x € E. Die rechte vertikale Abbildung hat deshalb die
Abbildungsvorschrift

() b €(Xe),
fallt also tatsachlich mit der Abbildung R zusammen. Auf Grund des kommutativen

Vierecks und weil @ ein k-linearer Isomorphismus ist, ist die Halbeinfachheit von X
aquivalent zu der von Xo (vgl. 2.4.4 (iv)) und auf Grund der bereits bewiesenen
Implikationen zu der von tX.

Nun ist X genau dann halbeinfach (d.h. diagonalisierbar) wenn X es ist. Und X ist

genau dann nilpotent, wenn X es ist.
Wir haben gezeigt, (e) ist 4quivalent zu (a).
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2. Schritt. Vergleich der Operationen auf E und Sk(E)

Seien E ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum,
X:E—E
eine k-lineare Abbildung und
s(X): S, (E) — S, (E)

r
X o X b El Xl-...-Xi_l-X(xi)-xi+1'...-x

(alle X, € E) die durch X induzierte k-Derivation der symmetrischen Algbra

r

Sk(E) von E uiber k. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(a) Xist halbeinfach (bzw. nilpotent)
(b) s(X) ist halbeinfach (bzw. lokal nilpotent).

Die Derivation s(X) bildet die homogenen Komponenten von Sk(E) in homogene
Komponenten von Sk(E) ab. Weil diese homogenen Komponenten endlich-dimesional
sind, ist der Endomorphismus s(X) von Sk(E) lokal endlich. Die Derivation s(X)

stimmt auf E mit X tiberein.

sl = X,

Ist s(X) halbeinfach (bzw. lokal nilpotent), so gilt daselbe auch fur die Einschrankung
auf E (vgl. Bemerkung 2.4.7 (v)), d.h. X ist halbeinfach (bzw. nilpotent - E ist endlich-
dimensional). Wir haben noch zu zeigen, aus der Hableinfachheit bzw. Nilpotenz von
X folgt die von s(X).

Sei X halbeinfach. Dann gibt es eine Basis von E, sagen wir

E =kev_ +...+kev ,
1 n

die aus Eigenvektoren von X besteht, sagen wir
X(v.)=c.ev. mitc. €Ek.
i i i

Die Produkte

V. V. ..oV,
i, i i
1 2 r

miti, <..< ir ,r=0,1,2,... bilden dann eine k-Vektorraumbasis von Sk(E). Weiter gilt

v-ter Faktor

(1®...® X ®...®1)(V. ev. e...ev. ) =C. V. V. o, oV,
I I S VA T B

Die Abbildungen der Gestalt

1®9..0X®..®1
sind somit halbeinfach. Dann ist aber auch die Summe s(X) dieser Abbldungen
halbeinfach (vgl. 2.4.3(iii)).

Sei X nilpotent, sagen wir X® = 0. Dann ist auch die s-te Potenz der Abbildungen der
Gestalt

1®..0X®..01
identisch Null. Die Summe s(X) dieser Abbildungen ist damit nilpotent auf den endlich-
dimensionalen Unterraumen, also lokal nilpotent.
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3. Schritt. Vergleich der Operationen auf Sk(E ) und K[GL(V)]

Die Einschrankung der Determinante
det: E := Endk(V) —k

auf die allgemeine lineare Gruppe GL(V) C Endk(V) ist eine regulare

Funktion, die wir ebenfalls mit
det € K[GL(V)]
bezeichnen wollen.

(a) Die symmetrische Algebra von E uber k ist eine k-Teilalgebra des
Koordinatenrings

S, (B) & KIGL(V)],

und es gilt
k[GL(V)] = Sk(E)[l/det],
d.h. der Koordinatenring ist der Quotientenring der symmetrischen
Algebra bezuiglich der Potenzen der Determinante.
(b) Die Teilalgebra Sk(E) ist stabil unter den Rechtstranslationen, d.h.

p(x)(sk(fz)) C sk(E) fur jedes x € GL(V)
und (damit) unter den Operationen der Lie-Algebra L(GL(V)) auf dem
Koordinatenring k[GL(V)].
(c) Die Operation eines Vektorfelds D € L(G) auf k|GL(V)] ist genau
dann halbeinfach (bzw. lokal nilpotent), wenn dessen Einschrankung
auf Sk(E) halbeinfach (bzw. lokal nilpotent) ist.

(d) Fur jeden Punkt x € GL(V) gilt
p(x)(det) = det(x)=det
und
A(x)(det) = det(x) L «det,
Fur jeden Tangentialvektor X € TeGL(V) =gl(V) gilt

det*X = tr(X)edet
wenn tr(X) die Spur der Matrix X bezeichnet.
Die Regularitat der Einschrankung von det auf GL(V) erkennt man durch die Wahl
einer Basis von V, durch welche sich GL(V) mit einer GLn identifizieren 146t, sagen

wir
GL(V) = GLn’ n:= dimk V.

Die Determinante wird so zu einem Polynom des Grades n in den Eintragen der nxn-
Matrizen von GLn'

Zu (a). Die symmetrische Algebra wird durch die beschriebene Identifikation zur
Polynomalgebra

S, (B) = KT, lij=1,....n]

in den n2

Unbestimmten Tij’ und der Koordinatenring bekommt die Gestalt
KGLOYV)I = KT, det' ! 1ij=1,..n]

= sk(E)[l/det].
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(vgl. 2.1.4 Beispiel 3).
Zu (b). Bezeichne T die nxn-Matrix mit dem Eintrag Tij in der Position (i,j). Wir

betrachten die Polynome in den Tij als Funktionen von T. Fur
f=1(T) €& Sk(E)
und x € GL(V) = GLn gilt
(pON(T) = f(Tx).

Dies ist ein Polynom in den Tij’ d.h. es gilt
p(x)f € sk(E).
Da dies fur jedes f gilt, folgt
p((S () TS, (B).
Wir haben noch zu zeigen, Sk(E) ist stabil unter der Operation von L(GL(V)). Nach

4.4.19B(ii) hat jedes Element D € L(G) die Gestalt
D= *XmitXETeG

und nach 4.4.19B(v) gilt fur jeden endlich-dimensionalen k-Vektorraum
wCs, (B),

der stabil ist unter Rechtstranslationen und jedes f € W
D(f) = #X(f) = £+X = (dp)(X)(F).
Nach Wahl von W definiert p eine rationale Darstellung
pW:GL(V) — GL(W),x » p(x)IW,
das Differential im neutralen Element also eine k-lineare Abbildung

dpyy: T_GL(V) — T _GL(W) = gl(W).

Insbesondere ist dp(X) € gl(W), wegen f € W, also dp(X)(f) € W, also

D) e W.
Wir haben gezeigt,

DW) S WCS, (B),
fur jedes D € L(G) und jeden endlich-dimensionalen k-linearen Unterraum W der
Algebra Sk(E)’ der stabil ist unter Rechtstranslationen. Weil die Operation von G durch
Rechtstranslationen auf der Algebra Sk(E) lokal endlich ist, liegt jedes Element der
Algebra Sk(E) in einem solchen Unterraum W. Es gilt also
D(S, (E) C 8, (B)

fur jedes D € L(G), wie behauptet.

Bemerkung
Wir beweisen als nachstes Aussage (d), da wir diese zum Beweis von (c) benotigen,

Zu (d). Es gilt
p(x)(det)(T) = det(Tx) = det(T)-det(x) = det(x)-det(T),
also



244

p(x)(det) = det(x)det,

und
Ax)(det)(T) = det(x™1T) = det(x)" L +det(T),
also
A(x)(det) = det(x) 1 «det,
Weiter gilt fur x € GL(V):
(detxX)(x) = X(?»X_l(det)) (nach Definition der Faltung)
= X(det(x)=det)

Bezeichne Ti die i-te Spalte der Matrix T, so daf wir
det = det(T) = det(T1 ,...,Tn)
schreiben konnen. Dann erhalten wir
(detxX)(x) = X(det(x)-det(Tl,...,Tn))

= det(x)-X(det(T1 ,...,Tn)) (X ist k-linear)

n
= det(x)-zldet(e1 S ’X(Ti)’ei+1 ,...,en) (X ist eine Derivation)
Dabei soll X(Ti) den Spalten-Vektor bezeichnen, den man aus Ti durch Anwenden von

X auf die Koordinaten erhalt, d.h.

X(Tli)
X(Ti) = .
X(Tni)
Es folgt
n
(det+X)(x) = det(x)-izldet(e1 ""’ei-l’X(Tii).ei’ei+1""’en)
n
= det(x)e izl X(Tii)'
Bei der Identifikation von TeGL(V) mit gl(V) wird X zur Matrix mit dem Eintrag

X(T..)
1
in der Position (1,j). Die Summe auf der rechten Seite ist damit gerade die Spur von X.
Wir erhalten

(det+X)(x) = tr(X)+det(x) fur jedes x € GL(V),
also
detxX = tr(X)-det,
wie behauptet.

Zu (c). Die Operation von D € L(G) auf k|GL(V)] sei halbeinfach (bzw. lokal
nilpotent). Weil Sk(E) stabil ist unter der Operation von D (nach (b)) ist die

Einschrankung von D auf Sk(E) ein halbeinfacher (bzw. lokal nilpotenter)

Endomorphismus von Sk(E) (vgl. Bemerkung 2.4.7 (v)).
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Sei jetzt umgekehrt D € L(G) ein Vektorfeld, dessen Operation auf Sk(E) halbeinfach
(bzw. lokal nilpotent) ist. Wir haben zu zeigen, dasselbe gilt dann auch fur die
Operation von D auf dem Koordinatenring k[GL(V)].

1. Fall. D operiert halbeinfach auf Sk(E)'

Wir haben zu zeigen, D ist halbeinfach auf k[GL(V)], d.h. die Einschrankung von D
auf jeden D-stabilen k-linearen Unterraum von k[GL(V)] endlicher Dimension ist

halbeinfach (vgl. 2.4.7). Nach dem ersten Teil von Bemerkung 2.4.7 (ii) reicht es zu
zeigen, jedes Element von k[GL(V)] liegt in einem D-stabilen k-linearen Unterraum

W C k[GL(V)],
endlicher Dimension, auf welchem D halbeinfach operiert.
Jedes Element von k[GL(V)] hat die Gestalt det”®«f mit f € Sk(E). Nach

Voraussetzung liegt f in einem D-stabilen k-linearen Unterraum

wCs, (B),
endlicher Dimension, auf welchem D halbeinfach operiert, sagen wir
few,w= k-w1+...+k-wr , D(Wi) = ci-wi, ciEk furi=1,..r.
Dann gilt aber
det™%+f € ke det'“ow1+...+ko det'a-wr (1)
und mit D = %X, X € TeG erhalten wir
D(det‘o‘-wi) = (det'a-wi))*X
= (—()L)-det'OL'l-(det*X)-wi + det™®. (wi*X) (X ist eine Derivation)

= (—oc)-det'a'lo(tr(X)-det)-wi + det™ . (w.X) (nach (d))

= (-oc)-det'a_l-(tr(X)'det)owi + det™% D(w.) (nach Wahl von X)
= (—OL)-det'OL-tr(X)'wi + det™®e c.ow, (nach Wahl der Wi)
= ((—OL)-tr(X)+ci)-det'a-wi.

Die Erzeuger det'OL-wi des Unterraums von (1) sind Eigenvektoren von D, d.h. D

operiert auf diesem Raum halbeinfach.
2. Fall. D operiert auf Sk(E) lokal nilpotent.

Wir haben zu zeigen, D operiert lokal nilpotent auf k| GL(V)]. Da die Operation von D
auf k[GL(V)] lokal endlich ist (nach 4.4.19B(iv)), reicht es zu zeigen, fur jedes
Element

det™%+f € K[GL(V)] mit f € sk(E)
gibt es eine naturliche Zahl s mit
DS(det™%+f) = 0.
Sei X € TeGL(V) der Tangentialvektor mit D = *X. Dann gilt nach (d)

det+*X = tr(X)edet
also
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D(det) = det*X = tr(X)edet
also fur jede natiirliche Zahl s

DS(det) = tr(X)Sedet

Wegen det € Sk(V) und weil D auf Sk(V) lokal nilpotent auf Sk(V) operiert, gibt es ein

s mit tr(X)® = 0. Wegen tr(X) € k folgt
tr(X) =0,
also
D(det) =0,
also
0 =D(1)

= D(det%sdet™™)
= D(det%)e det™® + det®+D(det )
= aedet® LeD(det)s det™® + det®D(det™®)

= det%D(det™®).
Weil k|GL(V)] nullteilerfrei ist, folgt

D(det %) = 0.
Wir erhalten

D(det™%+f) = det"%-D(f)
(fur jedes f € Sk(E)), also

DS(det %+f) = det”%-D5(f).
Weil D lokal nilpotent auf Sk(\v/) operiert, gibt es ein s mit DS(f) = 0. Fur dieses s ist

aber auch
DS(det™®+f) = 0.

4. Schritt. Vergleich der Operationen von X auf V und von =X auf End, (V)

k
Seien E = Endk(V) wie im zweiten Schritt und

Xe TeGL(V) =gl(V).
Dann ist die Einschrankung der Operation von *X € L(G) auf
S, (E) C KIGL(V)]
gerade die k-Derivation
s(X):Sk(E) — Sk(E)
des zweiten Schritts (mit E anstelle von E) zum Dual
X:BE—E
der linearen Abbildung
E—E, x b x°X.

Insbesondere ist *X genau dann halbeinfach (bzw. lokal nilpotent) wenn X
halbeinfach (bzw. nilpotent) ist.

Wir wenden *#X auf das Element
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X oo X & Sk(E)

mit x1 s ey Xr € E an. Weil #X eine Derivation ist, erhalten wir

r
*X(xl-...°xr) = Elxl.m.xi-l. *X(Xi)'Xi+1'...°Xr

Damit ist die Einschrankung von *X auf Sk(E) gerade die k-Derivation von

Der, (S, (E). S, (E),
welche durch die k-lineare Abbildung

*XIE: E— Sk(E).

induziert wird. Zum Beweis des ersten Teils der Aussage des dieses Schritts muissen
wir zeigen, diese Abbildung hat ihre Werte in E und fur ¢€EE, xE E gilt

*Xlé(f)(X) =R(O)(x) = €(x°X). 2)
Jedes ¢ € E ist eine k-Linearkombination der Tij’ und wir konnen £ als ein Funktion der

Matrix T mit den Eintragen Tij betrachten. Mit x EE = Endk(V) erhalten wir
XIOF)  =+XE)x)
= (€+X)(x)
=X(._y(@m)

= X(¢(xT))
Speziell fur € = Tij ist

n
*X lE(Tij)(X) =X( ¥ x
a=1
n
=2 Xi(xX(T(xj)
oa=1
Wir identifizieren X € TeGL(V) = gl(V) mit der Matrix mit den Eintragen X(Tij) und

erhalten

)

T .
i 0j

n
¢ IE(Tij)(x) =3 xiaxaj
o=1
= Tij(x-X).
also
¢ |E(€)(x) =l(x*X)

fur jedes x € E = End, (V) und jedes ¢ € E (da beide Seiten k-linear beziiglich ¢ sind).

Damit ist (2) bewiesen. Man beachte, die rechte Seite ist eine k-lineare Funktion in X,
d.h. es gilt

#X 'E(Z) cE

fur jedes ¢ € E also
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£ X 'E(E) EE
Der erste Teil der Aussage des vierten Schritts ist damit bewiesen.

Nach dem dritten Schritt, Aussage (c), ist die Operation von *X auf k[GL(V)] genau
dann halbeinfach (bzw. lokal nilpotent), wenn sie auf Sk(E) halbeinfach (bzw.

nilpotent) ist. Nach dem zweiten Schritt ist die Halbeinfachheit (bzw. die lokale
Nilpotenz) von X auf k|GL(V)] aquivalent zur Halbeinfachheit (bzw. Nilpotenz) der

Abbildung

X:E —_— E, ( x P Z(x-X)).
und nach dem ersten Schritt zur Halbeinfachheit (bzw. Nilpotenz) von
X:V—V.

5. Schritt. AbschluB3 des Beweises.
Die einzige verbleibende Aussage ist Ausssage (iii). Seien X € TeGL(V) =gl(V) der

Tangentialvektor mit
D ==X
und
X=X +X
S n

die Jordan-Zerlegung von X in gl(V). Nach Definition der Faltung gilt dann
D =X = #X_+#X . 3)
Nach (i) und (ii) ist *XS halbeinfach und *Xn lokal nilpotent in End.k(k[GL(V)]).

Aullerdem gilt
[*XS, *Xn] = *[Xs, Xn] (nach 4.4.19B)

=x*0 (XS und Xrl kommutieren)

=0 (*X ist k-linear bezuglich X)
Damit ist (3) die Joran-Zerlung von D, d.h. es gilt

DS = *XS € L(GL(V))
und

Dn = *Xn € L(GL(V))
QED.

4.4.19D Die Jordan-Zerlegung in L(G)
Seien G eine lineare algebraische Gruppe und

DELG) (C DG = Derk(k[G], k[G]) C Endk(k[G]) ).
Dann ist D als Element von Endk(k[G]) lokal endlich, besitzt also eine additve Jordan-

Zerlegung
D= DS + Dn (1)
(vgl. Bemerkung 2.4.7(ii1)). In dieser Situation gilt
Ds’ Dn € L(G).

Die Zerlegung (1) heift Jordan-Zerlegung von D in L(G).
Beweis. 1. Schritt. Reduktion auf den Fall, da G eine abgeschlossene Untergruppe
einer GLn ist.
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Nach 2.3.7(i) ist G isomorph zu einer abgeschlossenen Untergruppe
Ho GLn

einer allgemeinen linearen Gruppe GLn' Seien

o: G i) H
ein entsprechender Isomorphismus. Der zugehorige k-Algebra-Isomorphismus
¢*: k[H] — k[G]
der Koordinatenring fuhrt zu einem kommutativen Diagramm
O *

¢ -1 -1
End, (k[H]) — End, (k[G]) D f i giofop* " @*oDog*
) ) .
L) — Lo Pooe p*eDog*

von Lie-Algebra-Isomorphismen*’. Weil ¢* insbesondere k-linear ist, erhalten wir aus
(1) die Jordan-Zerlegung

-1 -1 -1
Ocp*(D) = Ocp*(DS) + Ocp*(Dn)

von 0;:*(D) in Endk(k[H]). Weil ch* einen Isomorphismus L(H) i L(G) induziert,
reicht es zu zeigen, die beiden Summanden auf der rechten Seite liegen in L(H).
2. Schritt. Der Fall, da} G eine abgeschlossene Untergruppe von GLn ist.
Die naturliche Einbettung i: G & GLn induziert einen surjektiven k-Algebra-
Homomorphismus

P:kIGL | —» KIGL f > fl -, (2)

der insbesondere k-linear ist. Nach Bemerkun 2.4.7(v) erhalten wir aus der Jordan-
Zerlegung
a=a +a
S n

eines lokal endlichen k-linearen Endomorphismus
a: k[GLn] — k[GLn] mit a(Ker p) & Ker p

durch Ubergang zu den Restklassen modulo Ker p die Jordan-Zerlegung der
induzierten Abbildungen, d.h. mit

i(ﬂG) =adl 5
is(fIG) = as(f)l G
an(fIG) = an(f)l G

“ Fur D’, D” € L(G) gilt

o ([D’,D7]) = g*e[D’, D”]Ocp*_1 (nach Definition von o )
% @*

= @FeD’oD o | - oD eD’oq* | (vel. Bem. 4.4.31(i) und 4.4.3D)
= (P*OD’O(P*_IQQP*QD”OCP*_I - (P*QD” o(p*_locp*oD’ocp*_l

= [(p*oD’ocp*_l’ (p*oD”o(p*_l]

= [ch*(D’), ch*(D”)]
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ist

a=a +a

S n
die Jordan-Zerlegung von a in Endk(k[G]). Ist speziell
aceD GLn, G N L(GLn) (C Derk(k[GLn], GLn) - Endk(GLn)
das Urbild von
D e L(G)

beim Isomorphismus

o: D NLGL ) = L(G)

GLn,G
von 4.4.7C, d.h.
D(fIG) = a(f)IG
fur jedes f € k[GLn], so gilt
D = ES und D = Zn.
Man beachte, das so gewahlte a ist tatsachlich lokal endlich (wegen a € L(GLn) und

4.4.19D) und uberfuhrt den Kern von p in sich (wegen a € D GL G und der
n’

Definition von D GL G). Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen,
n’

a, a GL m L(GL )s 3)

denn dann gilt nach Definition von ¢,

DS =a = q)(as) e L(G)
und

Dn =a = q)(an) € L(G).
Beweisen wir also (3). Wegen

aE L(GLn)
gilt
a, a € L(GLn) (C Derk(k[GLn], GLn) ) 4)
(nach 4.4.19D). Wegen
aeD GL .G
n
gilt
a(Ker p) & Ker p

(nach Definition von D in 4.4.7C), also

GL .G
n

aS(Ker p) € Ker p und a (Ker p) & Ker p
(nach Bemerkung 2.4.7(v)), also
a,a €D 5)

s n GL .G
n
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(nach Definition von D in 4.4.7C und (4)). Mit (4) und (5) gilt aber (3) und

GL .G
n

damit die Behauptung.
QED.

4.4.19E Vertrdglichkeit mit abgeschlossenen Untergruppen
Seien G eine lineare algebraische Gruppe,

G — GLn

ein [somorphismus mit einer abgeschlossenen Untergruppe von GLn' und

o: D NLGL) e

GL G
n

der Isomoprhismus von 4.4.7C (genauer: die Zusammensetzung des Isomorphismus

¢o: D GLn,H N L(GLn) — LH)

von 4.4.7C mit dem im ersten Schritt des Beweises von 4.4.19D betrachteten
Isomorphismus L(H) i L(G)). Dann gilt
9(X) = 0(X) und §(X ) = 6(X)_
fur jedes X € D GL H N L(GLn).
Beweis. Dies eine dilrlekte Folgerung aus dem Beweis der vorangehenden Aussage

4.4.19D.
QED.

4.4.20 Satz™ 76
Sei G eine lineare algebraische Gruppe und X € L(G). Dann gelten folgende Aussagen.
6)) XS und Xn liegen in L(G) und es gilt [Xs’ Xn] =0.
(i) Fur jeden Homomorphismus ¢: G — G’ von linearen algebraischen Gruppen

gilt

(d)(X ) = ((dP)(X))_ und (d§)(X ) = (dP)(X)) .

(iii)) IstG = GLn SO ist XS (bzw. Xn) der halbeinfache (bzw. nilpotente) Teil der

Matrix X € Mn (vgl. 4.4.10 Beispiel 3).
Beweis. Zu (i). Der erste Teil der Aussage,

X, X € LG,
s °n
gilt nach 4.4.19D. Weil XS und Xn als Abbildunge k[G] — k[G] kommutieren, gilt
auferdem
[X,X ]=X X -X X =0.
s ' n s n “n’ s

Zu (iii). Seien

% Im Original findet sich die Bemerkung, daB die Aussage des Satzes so dhnlich wie der Satz 2.4.8
bewiesen wird, wobei sich die Aussagen von 4.4.19 im Original auf 6 Zeilen reduzieren. Das scheint
mir ziemlich viel Verzicht auf Details zu sein.
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DEL(GL )

und X € TeGLn =gl(V)mitV = k™ der Tangentialvektor mit

D = #X.
Dann gilt nach 4.4.19C:

D=«X¢& Endk(k[GL(V)]) ist halbeinfach (bzw. nilpotent)

<

X € gl(V) ist halbeinfach (bzw. nilpotent).
Bei der Identifikation

aG di
LGL )—T GL —gl =M
n = e n= "n n
der Lie-Algebra von GLrl mit den nxn-Matrizen Mn wird D € L(GLn) abgebilden in
di(a G(D)) = di(a G(*X))

= di(X) (die Faltung ist invers zu a

- (X(Tij))i,jzl,...,n
=(X..)

G’ vgl. 4.4.19B(i1))
(vgl. 4.4.10 Beispiel 3,(iii))

ii’i,j=1,....n

Damit ist D genau dann halbeinfach (bzw. nilpotent) also Element von Endk

(k[GL(V)]), wenn D also Matrix halbeinfach (bzw. nilpotent) ist, und die Jordan-
Zerlegung
D =D +D
S n
= *XS + *Xn (vgl. 4.4.19C L(iii))
von D bekommt bei der Identifikation von L(GLn) mit Mn die Gestalt
X =X +X
S n

Zu (i1). Das Bild ¢(G) ist eine abgeschlossene Untergruppe von G’ (nach 2.2.5L(i1)).
Damit ist ¢ die Zusammensetzung der beiden Homomorphismen linearer algbraischer
Gruppen

G — ¢(G) und ¢(G) & G’.
Es reicht also, die Aussge fu die beiden folgenden Spezialfille zu beweisen.

1. Fall: ¢: G & G’ ist eine abgeschlossene Einbettung.

Wir konnen annehmen, G ist eine abgeschlossene Untergruppe von G’ und G’ eine
abgeschlossene Untergruppe von GLn'

Die Jordan-Zerlegung von
X e L)
stimmt dann nach (iii) mit der gewohnlichen Jordan-Zerlegung von Matrizen von Mn

uberein. Dasselbe gilt aber auch, wenn man X als Element von L(G’) auffaft, d.h. die
Jordan-Zerlegung
X = XS + Xn

in L(G) geht beim Anwenden von d¢ in die Jordan-Zerlegung
X = XS + Xn

in L(G’) uber.
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2. Fall ¢: G —» G’ ist surjektiv.
Der induzierte k-Algebra-Homomorphismus
¢*: k[G’] S K[G]

ist injektiv. Wir konnen k[G’] als k-Teilalgebra von k[G] betrachten. Auf Grund des
kommutativen Diagramms

e
LG o Derk(k[G],k[G]) — TeG
L(¢)| Lo,

L(G’) < Der(k[G’1Lk[G’]) a—G; Te,G’

(vgl. 4.4.8(1) und 4.4.8(i1)) gilt fur X € L(G)
(d9) (a5 (X)) = o, (LX) E T G,
also fur f” € k[G’] (CKk[G]),
(d9) (e (D) = 01 (LKD),
d.h.
o (X)@*(D) = LOENE)E),
d.h.
X@*())(e) = (LOE)E)E’) = LG (). (1)

Die regularen Funktionen

X(@*(f)) , (LX) EK[G]
haben an der Stelle e denselben Wert.

Seieng €G, g’ :==¢(g) und " :=A __,f". Dann gilt
g
X(*(F"))(e) = X(¢*(7»g,_1f’))(e)
= X((Kg,_lf’)°¢)(e)

= X(f'(g’+7)°d)(e)

= X(E(¢(2)dp(M)(e)

= X (p(g*N)(e) (¢ ist Gruppen-Homomorphismus)
= X(Kg_l(f’°¢))(e)

=\ _I(X(f’°¢))(e) (X ist linksinvariant)
g

= X(f’>9))(g+e)
= X(f9)(2)

und

L(O)XN(I)(e’) = (L(¢)(X))(7»g,_1f’)(e’)
= xg,_l(L(q))(X))(f’)(e’) (L(¢)(X) ist linksinvariant)

= (L(O)X))(E)(g* )
= (LX)
= (PN )(9(2))

Aus (1) mit £ anstelle von {” erhalten wir damit
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X(fop))(g) = (L(P)(X)N(E")(d(2))
fur jedes g € G, also
X(f7o¢)) = (L(PIX)) ()¢,

also

X(9*(f)) = ¢*(LUAPX)(E)),

also

Xe¢* = ¢*o(L(9)(X)).
Wir haben gezeigt, das Diagramm
%

KIG'l < KIG]
L)X | Ix @
KIG'l < KIG]

Nach Bemerkung 2.4.7 (v) erhédlt man durch Einschrianken der Jordan-Zerlegung von X
auf k[G’] die Jordan-Zerlegung von L(¢)(X), d.h. die Diagramme

* *
K[G'] S k(G KIGT S kG
(LX) | Ix und (L)) | Ix,
* q)*
K[G'] S KIG] KIGT S KIGT]

sind kommutativ. Weil das Diagramm (2) fur jedes X € L(G) kommutativ ist (also auch
fur Xs und Xn’ anstelle von X), folgt

L@X), = L@)X) und L@X) = L@X ),

wie behauptet.”’

QED.
4.4.21 Aufgaben 77
4.4.21 Aufgabe 1 77

6)) Ist G ein Torus, so sind alle Elemente von L(G) halbeinfach.
(i1) Ist G unipotent, so sind alle Elemente von L(G) nilpotent.

Beweis.
QED.

4.4.21 Aufgabe 2 77
Sei G eine lineare algebraische Gruppe iber einem Korper k der Charakteristik p > 0.

Dann gilt fur jedes X € L(G)
(Xs)[p] - (X[P])S und (Xn)[p] _ (X[p])n'

Beweis.
QED.

>l Wir haben im Beweis die Bezeichnung L(¢) anstelle von d¢ benutzt (da letztere Bezeichnung nicht
ganz eindeutig ist).
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4.5 Anmerkungen zum vierten Kapitel 77

Die Abschnitte 4.1 und 4.3 enthalten Standart-Material zu den Tangentialriumen und zu
nicht-singularen Punkten algebraischer Varietaten. Die grundlegenden Ergebnisse sind
4.3.3 und 4.3.4.

Unsere Vorgehensweise verwendet Moduln und Differentiale. Die Beschreibung von
deren formalen FEigenschaften in 4.2 ist kurz gehalten. Eine ausfuhrlichere
Untersuchung findet man in Grothendieck & Dieudonné [1], Kapitel 0, §20 oder in
Matsumura [1], Kapitel 10. Wir haben auch die von uns benotigten algebraischen
Ergebnisse zu den separabel erzeugten Korpererweiteungen behandelt.

Bei der Untersuchung der Lie-Algebra einer linearen algebraischen Gruppe G und deren
Eigenschaften verwenden wir ebenfalls Differentiale. Die grundlegenden Eigenschaften
der Lie-Algebra von G (wie etwa 4.4.5) werden mit Hilfe der in 4.4.2 angegebenen

Eigenschaften des Differentialmoduls €2 G bewiesen.

Ein anderer Zugang zu den Lie-Algebren verwendet die Beschreibung der
Tangentialriume mit Hilfe der Dualzahlen (vgl. 4.1.9 Aufgabe 3). Dies ist die
Vorgehensweise, welcher Borel [3] folgt.

Der Satz von Lang, der grundlegend ist fur die Untersuchung der “endlichen Gruppen
vom Lie-Typ”, wurde zuerst in Lang [1] bewiesen mit dem Blick auf Anwendungen auf

die abelschen Varietiten uber endlichen Korpern.
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